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AVERTISSEMENT. 



Cet ouvrage est, a qiielques additions pres, la repro- 
duction fidele des lecons (jue je fais depuis plusieurs 
annees a Tinstitution Sainte-Barbe. En 1e publiant, mon 
/^ principal but est de faciliter le travail de mes eleves. 

L'ordre que j'ai suivi et le point de vue auquel je me 
^ suis place sont ceux du Programme officiel; je me sui# 
"^ borne a developper les questions contenues duns ce Pro- 
^ gramme par les methodes les plus convenables et les 
plus simples, eu egard au peu d'instruction mathema- 
tique.de mes lecteurs; ainsi il a fallu proscrire les nota- 
tions differentielles , deguiser les integrations sous la 
forme d'evaluations d'aires. De la des longueurs ine^ 
vi tables. 

Profondement convaincu que des verites mal demoni-. 
trees ne sont jamais bien comprises et donnent s^ouvenl^ 
des idees fausses, je me suis fait une loi de I'extreme- 
rigueur. Tons les resultats ont ete generalise avec soin ;. 
au risque de paraitre peut-etre minutieux, j'ai explique^ 
avec details le sens de chaque terme employ^, la signi- 
fication de chaque element considere. 

J'ai adopte constamment la metliode des limites, avec 
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laquelle les eleves sont familiarises par r^tude de la Geo- 
nietrie. La methode des inBniinent petits est sans doute 
plus rs^pide; mais en exposant les vrais principes sur 
le^quels elle repose, j'ai craint d'ajouter de nouvelles 
difficultes k celles qui sont propres a la Mecauique et 
de trop exiger de riritelligence moyenne des eleves. 

Je remercie, en terminant, mon ami et ancien 61eve 
M. Rouch^ d'avoir bien voulu me preter son concours 
pour la correction des epreuves. 



OssiAN BONNET. 
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I'RllLIMINAIflES'". 



COMPOSITIO> 



■ DECOMPOSITION in:s imOlTES. 



§ I. — Praprietes fa nda mental es. 
i . Dejinilious. 

Soient ptusieursdroites </,, d^d,,. . .,ffit,dunne«sde gran- 
deur, direction et sens ; p]a9on8-]es bout a bout de fa^on que 
Tcxtremile de cbacune sc 
confonde avec rorigine 
<Ie la suivaote, puis joi- 
gnons I'origine O de la . 
pieuiiere aJ'vUremiteAa 
de la derniire; la droite 
OAs,.que nous oblien- 
dronsainsigoutoute autre 
D de m^me grandeur, di- 
ia'i-esuhante des droites • 




('] Dam 1«B proprieles qui Tont I'ohjet de ces PteliniiDaires, lesdroileB soni 
coniid^r«e> sous un point da vue particulier qu'il est important dlndiquer. On 
n'a pas egard a la position, c'est-a-dira qu'une droite etant doiinee, on peul la 
traniporter partout oil Ton teat parallel ement a elle-meiae, mais on tient 
compte du sens tuivant lequel la droite a ete decrile oii est supposee parcnnrue 
par tin mobile Gctif. De cette maniire, une droile a iine origiae et one eitre- 
mil^ bien d^lermineeB et dUlincles I'line dc I'aulre. Le sensd'une droite s'in- 
dique par une Heche, comme on le voit diiiis la figure du teste. 

I. I 



n 



9. Mt:CAliriQlJE tL^.ME^TAlRE. 

On peuldire encore : la resnltatitc indique le cheniin recli- 
ligne que doit suivre un mobile pour parvenir directemcnl au 
point ou il se irouve, aprfes avoir successivement parcouru 
les chemins indiques par les droites d\, d^^ d^^. . ,^ d^, 

Les drohes d^^ /i,, d^,. . ., d^ sont les composantes de la 
resultante D. L'operation par laquelleon trouve la resultante 
dc plu§ieurs droUes est une composition de droites; I'opera- 
tion inverse par laquelle on deduit les composantes de la re- 
sultante est une decomposition de droites; enfin le poly- 
gone OA1A2A3. . . AgO qui sert a determiner la resultante, se 
nomme /7o/rg^o«e de composition, 

2. La resultante de plusieurs droites reste la meine, quel 
que soit Vordre dans lequel on compose ces droites. 

Supposons qu'apres avoir compose les droites dans un cer- 
tain ordre {Jig- »), on recommence Tdperation en inleryertis- 
sant Tordre de deux composantes consecutives AjAs, A3A4. 
Jusqu'au sommet Aj le second polygone de composition se 
ronfondra avec le premier (il est bien entendu que le point 
de depart O est conserve). Mais parvenu a ce point il faudra 
lirer une droite AjA'^ egale et parall^le a A3A4, puis par le 
point A'^ une droite egale et parallele a AjAs*; oril est clair 
qu'on tombera ainsi sur le sommet A 4. En effet, si on joint 
A'^ et A4, le quadrilalere A8A8A4A'^ ayant deux cotes oppo- 
ses As A4, AjA'^ egaux et paralleles sera un parallelograinme, 
done A'^ A4 sera egal et parallele a Aj As- Le sommet A4 ap- 
partenant au second polygone de composition, il en sera de 
meme des sommets suivaiits Ag, Ac, . . . , jusqu'au dernier Ag, 
puisque les c6tes XA4A5, AsAe,..., A7A8 conservent le 
meme ordre dans les deux compositions; done les deux re- 
sultantes seront les memes. La possibilite d'intervertir I'ordre 
de deux composantes consecutives etant etablie, on verra 
aisement qu'on peut amener une composantc quelconque a la 
premiere place, puis toute autre composante a la seconde 
place, puis toulc autre a la troisiemo place, cl ainsi de suite. 
Done, etc. 
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3. La rcsultante de plusieurs droites nest pas changee quand 
on remplace itn certain natnbre d^entre elles par leur re- 
sidtante. 

Supposons qu^apres avoir compose les droites daus un cer- 
tain ordre (fig* i) ? on recommeuce I'op^ration en remplacant 
les composantes' consecutives AjAj, AsA*, A4A5 par leur rc- 
sultante AsAs^; jusqu^au sommet A,, le second polygone de 
composition se confondra avec le premier, raals parvenu a ce 
pointy au lieu de passer par les sommets A3 , A4, on se trans- 
portera immediatementen Ag*; on ohtieiidra ensuite les som- 
mets Ac > A7 , . . . , Ag. Done, etc. 

4. Pour composer plusieurs droites on pent en f aire differents 
groupes, determiner la resultante correspondante a chaque 
groupe, et puis prendre la resultante de toutes les resul- 
tantes obtenues. Inuersementy pour composer plusieurs re- 
sultantes on peut composer dans tel ordre quon veut les 
droites qui ont fourni les resuliantes donnees. 

Ces deux proprietes resultent immediatement des theore- 
mes 2 et 3. 

5. Siy sans changer la direction et le sens des composantes, 
on altdre leur' grandeur dans un certain rapport, la fesul- 
tante consen^era sa direction et son sens, mais sa grandeur 
sera alteree dans le meme rapport. 

SoientOA, AjAsAi.-.ATOle premier polygone de composi- 
tion, OA', A', A'3 . . . A', O le second, 
de facon que OA'^ et OAi soient sur 
la m^me droite, que A', A', et Ai Aj, 
A', A'3 et At A^3 9 A'3 A', el Aj A*', . . . , 
A'jA', et AeA? soieni respective- 
ment paralleies, et enfin que 

OA', __ A', A'a A', A'a __ ^ _ A'^ A', _ 

OAi Ai Aa A2 A3 A(5 A7 

Joignons OA, et OA', , OA, et OA'3 , OA4 et OA', , . . . OA^ 
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4 MECAKIQUB J^L^MENTAIIIE* 

et OAe. 1^ Puisque les trois points O, A', , A, sont en ligne 

OA' A' a' 

droiie/que A', A', el Ai A, sont paralleles et que — * = — ! — 1, 

OA, A, Aj 

les deux triangles A',OA',, AjOA, sont sembiables, done les 

angles A', OA', , Aj OA, sont egaux, done les trois points O, A', , 

OA' A' A' 
A, sont en ligne droile, de plus —-2 = -J—i, qO puisque les 

trois points O, A', , A, sont en ligne droite, que A^ A', et Aj As 

A' A' A' A' OA' 
sont paralleles et que -i—i = '• ' = — ^, les deux triangles 

A'jOA'j, AjOAs sont sembiables, done les angles A', OA,, 

AjOAs sont egaux, done les trois points O, A'3, As sont en 

OA' A' A' 
ligne droile, de plus z-—^ = ' ^ ; 3° puisque les trois points 

OA3 Aa A3 

O, A'3 , As sont en ligne droile, que A'j A'^ et As A4 sont paral- 

A' A' A' A' OA' 
leles, et que -i— ^ = --1--1 = -—^^ les deux triangles A',OA'^ , 

A3 A4 Aj A3 OA3 

AsOA* sont sembiables , done les angles A'jOA'^, AsOA* sont 

egaux , done les trois points O, A'^ , A 4 sont en ligne droite, de 

OA' A' A' 
plus —^ = ^ * • En continuant ainsi, on verra que les trois 

UA4 A3 A^ 

OA' A' A' 
points O, A',, A 7 sont en ligne droite et que jrj^ = — ^ — -' — 

UA7 Ag A7 



6. Si sans alterer la gi^andeur et la direction des composantes 
on change le sens de celles^ci , la rcsultante conseivera sa 
grandeur et sa directiori, mais son sens changera. 

Soient OAjAt As. . -AeO le premier polygone'de composi- 
A, lion, O A', A', A'3 . . . A', O le second, de 
facon que OA', et OAi soient egaux et en 
ligne droite, et que A', A', et At Aj , A', A'3 
et As As , . . . , A'j A'^ et Ag As soient respec- 
tivement egaux et paralleles. JoignonsOA, 
et OA', , OAs et OA',, . . .,0A5 et OA',. 
1° Puisque OA', etOAi sont egaux et en 
ligne droile et que A', A', el AjAj sont 
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egaux el paralleles, les triangles OA', A', jOA, A, sonr egaus, 
done OA', el OA, sonl ^aux vt en lignedroile; 2" puisquc 
OA', elOA, sonl egaux el en ligne droile ei que A', A', el AjAj 
sonl ^gaux el paralUles, les triangles OA', A', el OA, Aj sent 
^gaux, doncOA', etOA, sont egaux el en ligne droile. En con - 
linuanl ainsi, on verra queOA', el OAgSonl egaux el en ligne 
droile. c. q. f. n. 

§ n. — Cas particuliers de la composition des droites. 

7. La resultanle de lieux dioiles peul s'obtenir en placant 
ces droites bout a bout , de facon que leurs oVigines se 
conjondent en un mSme point O, construisant un paralle- 
logramme sur hi deux droites obtenues et tiraul fa dia- 
gonals OB. 

En eflTel A,B am^me grandeur, direction el sens queOA,, 
j^ ^ done OB est la re&ulianie des deux 

droites OA,, OA,*. 

Remarque. La regie pr^edentc 
" ' constilue ce qu'on appelle le pa- 

raflelogramme des droites. 

8. La resultanle de trois droites non paralliles a un m^me 
plan peut s'obtenir en placant ces droites bout h bout, de 
faqon que leurs origines se conjondent en unmgme point O, 

construisant un parallelipipbde sur les droites obtenues el 
tirant la diagonale OC 

En eflel, A,Ba mume grandeur, direction et sens queOA,, 
^ BC a mSme grandeur, dirertion el sens 

tjuc OA3 , dniic OC psl la resultanle des 
trois droites OA, , OA., OA;, *. 

Remarque. La regie preceileiile consti- 
lue vc i[ti'nn apprllc li' parallelipipede 
des droites. 

9. Plusieurs droites paralfelcs et de sens quelconque etant 
dontii'es, si on fait la sotnnic des coniposantes dirigccs 



^7 
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dans un sens et celle iies composantes dirigees dans le 
sens contraire, Vexces de la plus grande somme sur la 
plus petite exprimera la grandeur de la resultante; la 
direction de cette resultante sera d'ailleurs la m^me que 
celle des composantes et son sens sera celui des compo- 
santes qui auront foumila plus grande somme. 

Soient d^^d^^d^^ . . . les composantes dirigees dans un 

.sens, d\ ^d\^d\^, . , les composantes dirigees dans le sens 

oppose. Je groupe les droiles ^/^ , J^ ^ e/s , . . . , et je determine 

leur resultante; j'obtiens une droite D de m^me direction et 

sens que les composantes et dont la longueur est evidemment 

I la somme des longueurs de ces composantes *. Je groupe en- 
suite les droites d\ , <i', , rf 3 , . . . , et je prends leur resultante ; 
j'obtiens une droite D' de m6me direction et sens que les 
composantes et dont la longueur est la somme des longueurs 
de ces composantes. La resultante cherchee sera celle des 

4 droites D et D'*. Or, si pour fixer les idees on suppose D plus 
grande que D', la resultante des droites D et D' aura ni^me 

I direction et sens que D et I'exces de D sur D' pour longueur*. 
Done, etc. 

§ III. — Defompoaition des droites. 

10. Definition, 

Decomposer une droite en d'autreSy c'est, comme nous I'a- 

I vons deja dit*, troui^er des droites qui composees ensemble 

donnent la premiere , La decomposition des droiles donne lieu 

a un tres-grandnombrede probl&mes, n^us nous born erons a 

examiner les trois suivarits qui sont les seuls utiles. 

\ 1 . Decomposer une droiteD en deux dont Vunesoit la droite A, 

Je prends OB de m^me grandeur, direction et sens que D, 

puis OAi de m^me grandeur, 

^ direction et sens que r/, et je 

lire A 1 B. Celtcligne supposec 

prolongec dc Texl^emite' Ai 
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de la composantc vers rexiremite B de la resuUanle est la sc- 
conde composaiite cherchee. En effet, OAi el A,B composes 
ensemble donnent OB *. 

On pouiTait prendre OB de meme grandeur, direciion et 
sens que D, puis BAj ^gal, parall^le et de sensconlraire a cf, el 
la droile OA2 serait la composante cherchee*. Cette seconde 
solution conduit au iheoreme suivanl : 

1 2. Pour decomposer una droite D en deux dont Vune soil d, 
il suffit de composer!) av^cc d prise en sens contrcdre. 

13. Decomposer une droite D en deux paralleles a des direc- 
tions donnees^ Ics directions donnees et celle de la resul- 
tante etant paralleles a un meme plan. 

Je prends OB de meme grandeur, direction et sens que D et 
je lire OX et OY respeciivement paralleles aux directions des 

romposantes; puis par le point Bje mene 
BAi parallele a OY qui vient couper OX 
-en Ai , et BAt parall^e a OX qui vient 
couper OY en Aj 5 les droites OAi el OA2 
ayantl'une et Tautre le point O pour ori- 
gine sont les composanles cherchees. En efletOBesl la diago- 
naledu parallel ogramme construit sur OAi et OAj. Done, elc. 




* 



14. On ramene au probleme precedent celui ou il s'agit de 
decomposer la droite OB eti deux, Vune parallele a une 
droite OX, V autre parallele a un plan YOZ (le plan YOZ 
ne contenant pas OX) : en elFet, prenant 1' intersection du 
plan BOX avec YOZ, on a la direction de la seconde com- 
posante. 

15. Decomposer une droite D en trois paralleles a des direc- 
tions donnees y les directions donnees n^ etant pas paral- 
lel's a un mdme plan . 

Je prends OC de meme grandeur, direciion et sens que D 
el par le point O je tire OX , OY, OZ respeciivement paral- 
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leles aux directions dcs composantes ; puis parte poinl C je 

m^ne un plan parallele a YOZ qui ren- 
contre OX en Ai , un second plan paral- 
lele a ZOX qui rencontre OYen A,, un 
troisi^me plan parallMe a XOY qui ren- 
contre OZ en As. Les droites OA, , OAj , 
OAs ay ant toutes trois le point O pour 
origine soni les <5omposantes cherchees. En eflet, OC est la 
diagonale du parallelipip&de eonslrtiit sur OAj, OAj, OA, 
B Done , etc. * 

16. On ram^ne au problAme precedent celui ou il s'agit de 
decomposer fa droite OC en trois, passant respectix^ement 
par X , Y, Z (les points X , Y, Z n'etant pas dans un m&me 
plan avec O). En effet, menant OX, OY, OZ, on a les direc- 
tions des composantes. 



§ IV. — Projectioiis des oompodftnt^s eft des rendtantes sur un axe 

ou sur ua plan. 



17. Definition de la projection d*uhe dj^oite sur un axe, 

'^' * ' La projection d'une droite sur un axe 

est la portion de cet axe comprise entre 
— deux plans paralleles , menes par les ex- 
/ tremites de la droite. 



X' 



A 

.4 



l> 



B 



t 



18. Projection orthogonale et projection obliffue. 

^>8- 2. Quand les deux plans men^s par les ex- 

tremites de la droite sont perpendiculaires 
[ a Faxe (Jig* i), la projection est dite or- 
thogonale, dans le cas conlrairc {fig* a) 
la projection est oblique* 

19. Sens de la projection , quand la droite projetee a 




elle- 



meme un sens. 



11 peul se fa ire que la droite projelee soil consideree comme 





R. 
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ayaiit un sens*, dan3 ce cas il convientd'attribuer aussi un s^is 

a la projection. JVous supposerons tou" 
jours le sens de la projection lie h celui 
,de la droite projetee par la condition 
que Forigine et Textremite de la projec- 

tion soient respectiv^ement les projections de Vorigine et de 

Uextremite de la droite projetee, 

20. Deux droites egales^ parallkles et de m^me sens, ont 
leurs projections sur un meme axe, egales et de m€me sens, 

Soient AB et CD les deux droites donn^es, a6, c^^ leurs pro- 
jections (ces projections etant determinees par quatre plans 

paralliles MN,PQ,RS, 
TU). Menons par le point 
A la parallele AH a ab 
— jusqu'a la rencontre de 
PQ en H, et tirons BH-, 
menons de ni^me CK parallele a cd jusqu a la rencontre de TU 
en K, et tirons DK. Les deux triangles BAH, DCK seront 
egaux : en effet, AB et CD sont parall^les, AH et CK pareiUe- 
ment, done les plans BAH, DCK sont paralUles , done les in- 
tersections BH et CK de ces plans avec les plans parall^les PQ 
et TU sont par alleles, conseqiiemment les triangles BAH, 
DCK ont les c6t^s parall^les et sont equi angles ; de plus 
AB = CD# done ces triangles sont ^gaux et AH=;ai est ^gal 
a CK=c^. Ainsi les projections des droites AB et CD ont la 
m^me grandeur. Les sens de ces projections sont aussi les m^mes 
evidemment *. Done , etc. 

21. Deux droites qui ont sur trois axes coordonnes (*) des 
projections egales et de mSme sens, sont egales, parall^les 
et de mSnie sens, (Les plans parallelement auxquels on 
projette sont supposes non parallMes a une ni6me droite.) 

Portons la droite CD parallelement a elle-meme de maniere 



r 



19 



(*) Oil cnteiid par la trois axes qui sc coiipent en un mcnie poinidc maniere 
il Ibrmer nn angle tried re. 
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a fair© coincider son origine C avec rorigine A de AB. Les 

projections de CD conserve- 
ront leur grandeur el leur 
sens *, done elles se confon- 
dront avec les projeclion 
Ui bi , a^bf, a^ b^ de AB. II 
resulte de la que si par le 
point bi on m^ne un plan 
parallile a ceux qui servent a determiner les projections sur 
0X9 ce plan contiendra non-seulement Textremite B de AB, 
mais encore rexlremite de CD apres le deplaceraent. De meme 
si par le point i, on mine un plan parallile a ceux qui ser- 
vent a determiner les projections sur OY, ce plan contien- 
dra a la fois Textremite de AB et celle de CD apris le deplace- 
nient. De m^me si par le point b^ on mene un plan parallMe a 
ceux qui servent a determiner les projections sur OZ , ce plan 
contiendra I'extremite de AB et celle de CD apres le deplace- 
ment. Ainsi rextremite de AB et celle deCD apris le deplace- 
ment, se trouvent dans trois memes plans non paralliles a une 
m^me droile et par consequent coincident. Done, etc. 

22. La projection sur un axe de la resultante de plusieurs 
droite^ est la resultante des projections de ces droites. 

Soient plusieurs droites r/j, d^^ fl^j,..., placons-les bout a 
bout a partir d'un point O, de fafon que I'extremite de cha- 

cune se confonde avec 




de 1 



a sui- 




X' 



Torigine 

vante , et puis proje- 
tons-les sur I'axeX'X. 
Nous obtiendrons ain- 
o, a, a^»^a^ «7 ^ ^ si dcs droitcs qui au- 

ront respectivement meme grandeur et sens que les projec- 
tions de fl?i, rfjj i^s,... *, et qui de plus seront placees bout a 
bout a partir de la projection o de O, de facon que Texlremite 
de chacune se confonde avec Torigine de la suivanle *. Done la 
droite qui ira dc Torigine o de la premiere a Textremite de la 
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derniere sera la resullante des projectiojas de rfi, «?«, ^sv *? * 
mais celle meme droile est evidemment la projection de la 
resullante de rfi, rfj, d^-^ done, etc. 

23. Definition de la projection d'une droite sur un plan. 

La projection d'une droite sur un plan s'obtient en menant 
Fig. ,. Fig. 2. par les extremites de la 

B droite deux parallhles jus- 
qua la rencontre du plan 
et joignant les extremites 
de ces paralleles , 

24. Projection orthogonale et projection oblique* 

Quand les deux paralliles menees par les extremiles de la 
droile soul perpendicul aires auplan (fig. i), la projection est 
dite orthogonale^ dans le cas contraire [fig. 2) la projection 
est oblique. 

25. Sens lie la projection quand la droite pro je tee a 
• elle-mdme un sens. 

II pout se faire que la droite projetee soit consideree comme 

B ayant un sens 5 dans ce cas il convient d'al- 
iribuer aussi un sens a la projeclion. Nous 
supposerons toujours le sens de la projec- 
tion lie a celui de la droite projetee ^ par 
la condition que Forigine et Textremite de la projection 
soicnt respcctivement les projections de Forigine et de Vextre* 
mile de la droite projetee. 

26. Deux droites egales, paralleles et de meme sens ont leurs 
projections sur un meme plan, e gales, paralleles et de meme 
sens. 

Soient AB et CD les deux droites, ab etcd leurs projections 

B D (ces projections etant.determinees 

^ par qualre droites parallMes A a, 

Bi, Cc, T)d) •, mcnons par le point 

A la parallele AH a ab, qui ira rcn- 




7. 
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contrer Bb en H, et par le point C la paralleleCK a cd^ qui ira 
rencontrer D^en K : les deux triangles BAH, DGK seront 
egaux. En eflet, AB et CD sont paralleles, BH et DK pareil- 
lement; done les plans BAH, DCK sont parall^les ; done les 
intersections ab et cd de ces plans avec YZ el, par suite, AH 
etCKsont parall^les. Consequemment les triangles ABH,GDK 
ont les c6tes parallel es et sont equiangles; de plus AB = CD, 
done ces triangles sont egaux, et AH±= ai est egal a CK= cd. 
Ainsi les projections de AB et de CD ont la m^me grandeur. 
Le parallelisme de ces projections a deja ete d^montre, les sens 
25 sont aussi les m^mes evidemment '*'. Done, etc. 

27. La projection sur un plan de la resultante de plusieurs 
droites est la resultante des projections de ces droites. 

La demonstration est la m^i»e que celle du theor^me 20. 

§ V. — Determinatioii analytique de la resultante de plusieurs droites. 

28. Determiner analytiquement la resultante de plusieurs 

droites paralleles, 

Supposons les longueurs des droites evaluees en nombre au 
nioyen d'unem^me unite quelconque. Soient d^y rfi, d^y.,,^ d^ 
les nombres qui mesurent les longueurs des droites dirig^es 
dans un sens^ d\^ d\^ ^3»««o ^'nf ^^^ nombres qui mesurent les 
longueurs des droites dirigees en sens contraire^ enfin D le 
nombre qui mesure la longueur de la resultante. II resulte de 
9 ce qui a ^le dit plus haut * qu'en posant 

r/', + fl?',-j- d'^-\-. . ,+ d'^f=i 2rfp^, 
on a 

si Edp est >2rfp^, et 

D= ld'^,— ldp, 

si ^dpf est >2r/p. Ainsi 
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le signe etant + quand 2^^ est^'Ld'^, el — quand ^d'p, est 
]>2 Jp. On peut fixer autrement le signe qui accompagneD. En 
effet, lorsque 2<ip est >2c?p/, le sens de D est celui des com* 
posantes r/,, rfj, fl?3,. ,. *•, lorsque ^dpf est ]>2rfp, le sensde D 
est celui des composantes d\ , d\^ rf', , . . . ; done on peut dire : 
le signe qui accompagne D est H- ou — , suivant que le sens 
de cette resultante est celui des composantes e/^, £/„ d^^,,, ou 
celui des composantes d\^ d\^ d\^.,., 

Ceci pose, tra9ons un axe X'X parallele aux droites donnees. 

Considerons cet axe comme prolonge dans un certain sens, 
que nous appellerons sens positifs el que nous indiquerons par 

la Heche F, le sens coutraire, in- 

f F^ dique par la fleche F', eiant le sens 

negatify puis convenons defaire preceder le nombre qui me" 



sure la longueur de toute droit e parallele a X'X, du signe 
quand cette droite est dirigeedans le sens positif, et du signe — , 
dans le cas contraire. (On definit ainsi par des nombres posi- 
tifs ou negalifs la grandeur et le sens des droites paralleles a 
X'X). Si Ton designe par c?i, Jj, cJa, ..., <?„, J',, J'j, (^a,.*'? 
d'nf^ A les nombres positifs ou negatifs qui correspondent aux 
droites d^j Jj, <2?8,..., d^y d\^ d\^ //',..., £i'„/, D, etque, pour 
fixer les idees, on suppose les composantes Jj, r/„ d^^,,.^ d„ 
dirigees dans lesens positif, on aura 

fl?, =r 5, , f/j = ^2 , di = S3, . . ., fl^„ =r 5„ , d'ou Idpzrz iSpy 

de plus 

±D = A, 

le signe superieur convenant au cas ou D a le m6me sens que 
rfj, rfj, rfs,..., dp^ et le signe inferieur au cas ou D a le ra^me 
sens que d\^ d\^ rf'3,..,, d'„f^ par consequent ce signe etant le 
meme que dans I'egalite (i). Done portant dans cette derniere 
egalite, on a toujours 



A = 25„4- 2 



p -T- ^^p 



/• 



Ainsi, le nombre positif ou negatif qui represente la gran^ 
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deur et le sens de la resultante est egal h la somme alge^ 
bfique des n ombres posit if s ou negatifs qui rep resent cnt la 
grandeur et le sens des composantes. 

29. Exemple. 

Soil k composer une serie de droites dirigees dans le sens 
positif, et dont les longueurs, rapporlees a uue certaine unite, 
sont mesurees par les nombres 3,6, 7, avee une serie de droites 
dirig^es dans le sens negatif, et dont les longueurs, rapportees 
a la nieme unife, sont 2, 1 1 , 3, 8. Je fais preceder du signe — 
ces derniers nombres, ce qui donne — 2, — 11, — 3, — 85 
puis j'ajoute ensemble les nombres positifs et negatifs 3, 5, 7, 
— 2, — II, — 3, — 8; j'obliens — g. J'en conclus que la 
resultante a 9 fois Tunite pour longueur et qu'elle est dirigee 
dans le sens negatif. 

30. Lemme. 

Le nombre qui mesure la longueur de la projection ortho- 
GON ALE d'une droite sur un axe , est egal au produit du noni' 
bre qui mesure la longueur de cette droite par le cosinus de 
r angle aigu que la droite fait ai^ec I'axe, 

Soient D le nombre qui mesure la longueur de la droite AB, 
X'X Taxe, MN et PQ les plans menes par les points A et B 

perpendlculairement a X'X, et qui, par 
My t> X leur rencontre en a et i avec I'aye, deter- 

minent la projection ab^ dont la longueur 
J- est mesuree par d : je mene par A la droite 
AH parallele a X'X, et je joins le point H 
ou cette ligne rencontre PQ au point B^ le triangle AHB, rec- 
tangle en H, donnera 

Mesure de AH = D cosBXH : 

or, mesure de AU=zd et BAH = Tangle aigu a forme par AB 
avec X'X, done 

rf = Dcosrt. C. Q. F. D. 

Si, Lemme^ 
Sif sur un axe prolonge dans un certain sens, on projelte 



N 



'■f 

H 




PR^LIMINAIKES. l5 

oilhogonalemenl une droite, le nombre positifou negalif re- 
presentani la grandeur et le sens de la projection sera egal 
au produit du nombre qui mesure la longueur de la droite 
projefee par le cosinus de V angle aigu ou obtus que cette 
droite prolongee dans son sens forme a^^ec Vaxe prolonge 
aussi dans son sens, 

Supposons que la droite AB, consideree au n° 30, admetle un 

certain sens , auquel cas sa projection ab 
en aura aussi un *. Attribuons de meme 19 
a Vaxe X'X un sens determine que nous 
^ — X prendrons pour le sens positif * des droites 28 
confondues avec X'X ou parall&les a cet 
axe. Si d est le nombre positif ou uegatif 
represeutant la grandeur et le sens de la 
projection*, on aura 28 




X' a 

Fig. 2. 
B 



• ■ < ■ 



X' h 



ou* 3o 

(i) (J=^±Dcosa; 

et le sign'e du second membre sera -f- quand le sens de ab sera 
celui de X'X et — dans le cas coniraire. Mais en appelant a 
Tangle que AB prolonge dans son sens fait avec X'X prolonge 
aussi dans son sens, il est clair que 

( 2 ) cos a = db cos a , 

suivant que a est aigu ou obtus ^ d'un autre cote, quand a est 
aigu [fig* i)% la projection a meme sens que Taxe et S est posi- 
tif-, quand a est obtus (fig' 2), la projection a un sens oppose 
a celui de I'axe et 8 est negatif ; done le signe du second mem- 
bre est dans Tegalite (2) le meme que dans Tegalite (i) , done 

on a tou jours 

<J = Dcosa. c. <J. F. D. 

32. Determiner analytiquement la resultante d\ine sen'e 

de droites quelconques, 

Soient r/j, df^ r/g, . . . , f/„ les nombres qui mesurent les lon- 
gueurs des droites donnees, et D le nombre qui mesure la lon- 
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gueur de tear resultante. Prenons tiois axes coprdonnt'rs 
X'OX, Y'OYj Z'OZ recUQgulaires ou obliques. Appeloiis 
'p-''p''p- o, , &, ,c, ; at, it,c, ; a,, 63, 

c,;...; a,,A„,c„; A., B, C k-s 
S,C. angles que formeat respective- 
ment avec Ics axes prolong^s dans 
leurs sens, les droites i/, , €/,, 
d,y..,fd„, D prolong^es aussi 
dans le sens qu'on leur suppose. Si nousprojetons ortAogoKo- 
lentent sur X'X, lea droites dy, d„ rf,,, . ., d„,D, la projec- 
ts tiondeD sera la resultaatedes projections def/i, di, dt,...^ d,,''; 
done le nombre positif ou uegatif repr^senlant la grandeur 
et le sens de la projection de D sera egal a la soDime alg^rique 
de nombres posilife ou negatifs representant la grandeur et Ic 
3i,a8 bens des projections de di, d,, t£,, . . . , (/„* ; done* 

(1) DcOSA^(/,COSfl|+rfC09jlI,+(/oCOSOi-|-... + li.C090,^Zt/^CMrt„ 

en projetant sur Tase Y'Y ct sur I'axe Z'Z, on Ironverail de 
uiSme 

(2) DcosB= id^cmbp, 

(3) DcosC=2*i,cosc,. 

Pour deduire de ces ecjuaiions les inconnues D, cosA, cosB, 
[:osC, supposons d'abord les axes coordonnes recta ngul a ires. 
Faisant la somnie menibre a meotbre des carres des equa- 
tions (■), (a), (3), nous aurons 

D'(coi'A-l-cos'B-|-cos'C)^2rf' (cos'a^-Hcos'i^+cos'Cp) 
■+■ 2lrf^rfj(cos(i, coso, + cos ip cos fij-t- cose, cos fj); 

mais, puisque les axes sonl, rectaugulaires, on a [voyez la 
Geometric analytiqtte) 

cos'A + cos'B + cos'C^i, cos'a^+eos'fep+cos'c, ^ 1, 

COSIIpCOS17,+ COSfi, cos6, -hcosr^cosfig^cosd,, d^; 
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ap, d^ representant Tangle que la droite d^ prolongee daus son 
sens forme avec la droite d^ prolongee dans son sens. 
Done 

D'ailleurs il est clair que la valeur de D doit Atre independante 
des axes de coordonnees \ done la valeur que nous venons d'ob- 
tenirconvient a tons les cas. D eiant connu, on a cos A, cosB, 
cosC par les equations (t), (a), (3), etla resultante setrouve 
determinee en grandeur, direction el sens. 



I. 



MCANIQUE. 



DfiFINITIONS ET GENERAUTtS. 



33. Ohjet de la Mecanique. 

La Mecanique a pour objet I'etude des lois et dcs causes Axi 
Mouvemem dcs corps. 

34. Definition dn Moiivement. 

Un corps est en mouvemeni quand il change continuelle- 
inent de place. 

35. MoHvement absotit fit Mouvement relatif. 

On coRsidere deux aortes de mouvement, le mouvement 
absolu et le mouvement relatif. Le mouvement est dit absoln , 
quaod il a lieu par rapport a cet espace fixe et ind^fini dont 
nous sommes naturellement conduits a admettre I'existence, 
independamment de tout systems malerieL U est relatif t^vnd 
il est rapporte a un ensemble de corps ayani eux-ro^mes un 
mouvement absolu dans I'espace. 

Le mouvement absolu est une pure abstraction , nos sens n.- 
nous montrent que des mouvements relatifs, CcpendaiU lei 
mouvements relatifs pouvant toujonrs fetreramenes aux mou- 
vcmenls absolus, etceux-ci etani soumis a des lois plus sim- 
ples, il convient de commeiicer la Mecanique par I'eludc 
des mouvemcnis absolus. Dans ce qui va snivrc, il s'agirn 
loujours de ces derniers mouvements. 



y 
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36. Le Moiti^ement s*esl dejh presente en Geometrie, Point de 
vueplus general sous lequel on le considere en Mecanique. 

La consideration du mouvemenl s'est deja presentee en 
geometrie dans une serie de circonslances ; ainsi, pour engen- 
drer une ligne , on a fail /wowP'o/r un point. II faut toutefois re- 
marquer qu'on se bornait alors a examiner quelles etaient les 
positions successives , sans s'inquieler de quelle maniere le 
point passait d'une position a une autre. En mecanique, a 
ces notions purement geometriques , on ajoute Tideedu temps 
pendant lequel les deplaceraents s'accomplissent. 

37, Du Temps, On ne peut. definir que sa Mesure, 

Le temps est, comme Vespace, une idee simple qui n'esl pas 
susceptible de definition. On ne peut definir que sa mesure. 
Pour cela ,- il faut indiquer avec soin ce qu'on en tend par 
intervalles de temps egaux et par somme de plusieurs inter- 
valles de temps. [Foir Note I a la fin de rouvragc.) 

38. Inten^alles de temps ^ Inten^alles de temps egaux. 

La succession des faits nous sugg^re Tidee deduree ou d'in- 
tervalle de temps. Deux intervalles de temps sont dits egaux, 
lorsqu'ils sont n^cessaires a Faccomplissement des memes phe- 
nomenes, lorsque, par exemple, deux corps identiques places 
dans des circonstances identiques au commencement de ces 
intervalles et soumis aux m^mes actions et influences de toute 
espece ont parcouru le m6me espace a la fin de ces intervalles. 

39. Somme de plusieurs Intervalles de temps. 

Si Ton concoit plusieurs intervalles de temps qui se succe- 
dent sans interruption , I'intervalle compris entre le commen- 
cement du premier et la fin du dernier est ce qu'on appelle la 
somme des intervalles de temps consideres ou bien la somme 
d'une serie d'autres intervalles egaux respeclivement aux pre- 
miers, mais ayant uneorigine quelconque. 
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40. Produit d'un Inter^alle de temps par un nomhio entiei\ 
une fraction ^ un nombre incommensurable. Rapport de 
deux Inteivalles de temps quelconqucs. 

Ayanl defini la somme de plusieurs iiitervalles de temps, 
on a par la meme une idee netle du produil d'un inlervalle de 
temps par un nombre enlier, par une fraction , par un nom- 
bre incommensurable^ puis du rapport de deux intervalles de 
temps, et enfin de la mesure d'un intervalle de temps quel- 
conque, qtiand on a fixe un intervalle particulier pour unil^. 
(^oir Note I.) 

41. Les temps et les espaces seront ei^alues en nomhres, — 

Unites de temps et d'espace. 

On pourrait exposer la Mecanique sans evaluer en nombres 
les temps et les espaces parcourus. En effet, les relations aux- 
quelles on est conduit ne contiennent jamais que des rapports de 
temps et des rapports d'espaces, ou, en d'autres termes, sont lio- 
mogenes. Cependant, pour eviter certaines difBcultes que pre- 
senteraient les transformations des relations et mieux preparer 
aux applications pratiques, nous supposerons ordinairement 
revaluation en nombres ▼effecluee. Ainsi, quand il s'agira 
d'un intervalle de temps, nous voudrons parler du nombre 
exprimant le rapport de cet intervalle a un autre pris pour 
unite; I'unite sera invariablement la seconde, c'esl-a-dire la 
864oo® partie du jour moyen solaire. De meme, quand il s'a- 
i^ira d'une longueur, nous voudrons dire le nombre exprimant 
le rapport decette longueur a une certaine unite qui sera ordi- 
nairement le metres 

42. De V Instant, 

' Tout intervalle, de temps a un commencement et une fin; 
nous appellerons I'un, instant initial ^ I'autri?, instant final ^ 
Un instant sera done par rapport au temps ce gue le point est a 
la ligne, et de meme que le point n'a pas de longueur, I'instant 
n'aura pas de duree. 
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43. Usage des signes -^ et — dans la representation de la 
position d*un point sur un axe rectiligne ou courbe. 

On a vu, en geomelrie analylique*, Fusage des signes + et 
— pour definir exactemenl la position d'un point sur un axe 
rectiligne ou courbe. Les conventions faites a cet egard sont 
indispensables quand on veut generaliser les formules qui 
expriment les lois geomelriques. II n'est pas moins necessaire 
de les adopter en mecanique. Aiiisi, pour fixer la position d'un 
point M sur un axe X'OX, apres avoir pris un point O pour 
F ^ origine des distances, et avoir in- 

o^ r*-^ • dique par une fleclie F le sens des 

distances positives, nous nous don- 
nerons le nombre qui mesure la distance OM, ce nombre etant 
precede du signe + ou dusigne — , suivant que le point M est 
du cote des distances positives ou du c6to des distances nega- 
tives. Nous representeroiis cofi^/ac////'^^^ par .v , avec ou sans 
indice, le nombre positif ou negalif determine conformement 
aux conventions precedentes, el nous le nommerons Vs dti 
point dont il definit la position,. de nieme qu'en geometric 
analytique on appeHe \\v et V y Tabscisse et Tordonnee d'un 
point qui est rapporte a deux axes coordonnes. 

44. Distance de deux points etifonction des s de ces points. 

Appelons .v, et s^ les s des deux points Mj el Mj et S leur 
Fig. 1. distance (suivant Taxe) : i°. Si les 

deux points sont, comme d^us la 
fig, I, du cote des distances posi- 
tives, par rapport au point O, on a 



mais OMi = 5,, OMj=i:52; done 
2"^ , Si le point Mj est du cote des distances positives et le 
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point Ms du €6te oppose, comme dans la fig. 2 , on a 

S = MaM.=:M,0-hOM,; 

mais OM, = ^1 ', — OM, = s^ , d'oa OMj ^ — f , 5 done 

S= ^, — jj. * 

3". Si le point Mi et le point Mj sont du cole des distances 
uegatives , comme dans la fig. 3 , on a 

S= M,M.=r OM,— OM.; 

mais — OMs = 52, d'ou OMj = — s^] — OMi = 5,, d'oii 
OM, = — 5i ; done 

Ainsi dans- tons les cas 

ee qui prouve que la distance de deux points est egale a /'s 
de celui des points qui est par rapport h F autre dans le sens 
positif, diminue dc /*s de T autre point, 

iSl Usage des signes -4- e< — dans la representation du 

temps. 

Les nombres positifs et negatifs qui servent a fixer d une 
mani&re complete et commode la position des points sur iin 
axe rectiligne ou courbe^ sont egalement employes dans la 
representation du temps. Pour definir Tinstant precis ou un 
certain phenomeue s'accomplit, ou un mobile arrive dans une 
certaine position, par exemple^ on le rapporte a un instant 
determine, appele initial , et Ton se donne le nombre qui me- 
sure I'intervalle de temps compris entre I'instant initial et 
Tinstant considere, ce nombre etant precede du signe -f- ou 
du signe — , suivantque I'instant considere est posterieur ou 
anterieur a F instant initial. Nous designerons constamment 
par t, av^ec ou sans indiccy les nombres positifs ou negatifs 
determines d^apres les conventions precedentes ; et^ conse- 
quemment y lorsque nous dirons instant t„ , nous voudrons 
parler de V instant qui est separe de Vinstant initial par 
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un intervalle de temps egal a la valeur absolue de t„ et qui 
est posterieur ou anterieur a > V instant initial , suivant q%m t„ 
est positif ou negatij. La grande lettre T, avec ou sans in- 
dice, sera employfe pour repr^senter un intervalle de t^mps 
ou plus sou vent encore le nombre toujours positif qui sert de 
mesure a un intervalle de temps. 

46. Expression de la mesure d'un inteivalle de temps en 
fonction des nombres positifs ou negatifs qui representent 
Viristant initial et Finstant final de cet inteivalle de 
temps. 

Si fj est > i^s, c'est-a-dire «i Fini^taat t^ est posterieur a 
Tinstant fj, la mesure T du temps compris entre ces deux 
instants est 

Cette relation s'etablit imm^diatement.quand tx et fg sent pos* 
terieurs a Finstant initial^ puis on reconnait qu'elle est vraie 
lorsque t^ est posterieur et t^ anterieur a I'instant initial , et 
aussi lorsque t^ et t^ sont tons deux ant^rieurs a Finstant 
initial. 

47. Dii^ision de la Mecanique* 

Dans le cadre que nous nous sonunes trac^, la Mecanique 
se divise naturellement en quatre parties : i° la cinematique 
d'un point ; 7? la dynamique et la statique d*un point mate- 
riel; 3° la statique des corps solides ou systemes de figure 
invariable 'y 4** ^^^^ introduction a la theorie des machines en 
mouvement. \ 
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PREMIfiRE PARTIE. 



CINfiMATIQUE. 



48. Objet de la Cinematique, 

La Cinematique traiie da mouvement considere indepen- 
damment des causes qui le produisent. 

49. On supposera les corps reduits a des points. 

Le mouvement est un phenom^ne Ir^s-complique, quand 
on considere des corps de dimensions finies qui peuvent 
toumer ^ur eux-m^mes et se d^former en se deplacant. Pour 
simplifier Tetude de la Cinematique, on suppose d'abord les 
corps reduits a de simples points math^matiques. 

Dans cet ouvrage, il ne sera question que de ce cas simple. 

50. Le moui^ement d*un point est continu. — Trajectoire. — 
Moui^ement rectiligne et moiwement curviligne, 

Le mouvement d'un point est toujours continu^ en d'autres 
termes, un point n'arrive d'une position a une autre qu'en 
passant par toutes les positions intermedi aires. La ligne droite 
ou courbe que parcourt le mobile se nomme sa trajectoire. 
Suivant que cette trajectoire est droite ou courbe, le mouve- 
ment est rectiligne ou cun^iligne. 



a6 



m£cAN1QUE iL^MEMTAlRE. 
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MOUVEMENT RECTILIGNE. 



CHAPITRE PREMIER. 

REPRtSEf^TATlONS DIVERSES DU MOUVEMENT RECTlLlGMEt 



51. Un moui^enient rectiligne peut etre dcfini par une 

equation. 

Soil X'pX la ligne que parcourt le mobile. Pour que le 
mouvement soil enti&rement determine, il faut que Too puissc 
, ^ ^ assigner a cliaque instant la po- 



sition- occupee par le mobile. Oi' 
45, 43 soienl i, \s * d'un point quekonque M de X'OX et t Tinstant * 
ou le mobile arrive en M^ nn premier moyea de definir le 
mouvement conMste a se doDner ta relation alg^brique 

qui lie s k t, Cette relation se nomme V equation desespaces 
et des temps ou simplemeni Y equation du mouyement, 

52. Un moui^ement rectiligne peut Stre definipar une courbe. 

On peut encore donner du mouvement une representation 
gcometrique. Prenons deux axes coordonnes OT et OS (rec- 

tangulaires pour simplifier), puis 
ayant choisi arbiti'airemeni Ve^ 
cbelle des abscisses et celle (sou- 
vent differente) des ^donnees, con- 
struisons, dans le plan TOS, une 
courbe dont les points aient pour 
abscisses les. dillerenles valeurs de < et pour ordonnees les 



Fig. I. 
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valeurs correspondantes de a. Cette courbe aura pour equation 
Tequation meme du mouvement, done elle dcfinira celui-ei 
d^une maniere complete. On nomme la ligne dont il s'agit, 
ligne des espaces et des temps, Elle est en quelque sorte une 
image du mouvement, et par sa forme elle en fait connaitre les 
principales proprietes. Ainsi toute ordonnee positive indique 
une position du mobile du c6te des s positifs , par rapport a 
Torigine des distances, et toute ordonnee negative, une posi- 
tion du c6te des s negatifs. Une rencontre de la courbe avec 
Taxe des t correspond a un passage du mobile par Forigine 
des s. Lorsque Fordonnee va en augmen tan t avec I'abscisse, 
on pent conclure que le mobile se meut dans le sens des s po- 
sitifs, quand I'ordonnee va au contraire en diminuant a me- 
sure que I'abscisse croit, c'est que le mobile se meut dans le 
sen^ des 5 negatifs, etc., etc. 

53. La courbe des espaces et des temps est remplacee par 
une courbe graphique , quand le mouv^ement nest conuu 
que par des donnees expenmentales . 

Souvent, dans les applications, un mouvemeni u^est defiiii 
que par des jonnees experimeutales, faisant connaitre une seric 
de valeurs de 5 : ^i , 53, ^s,..., correspondantes a une serie de 
valeurs de f : fi, 1^9, tj,. . . • Dans ce cas , on ne pent avoir exac- 
tement ni Tequation du mouvement, ni par suite la ligne des 
espaces et des temps. Mais si on determine les points dont les 
coordonnees par rapp«rt aux axes OT et OS (fig' i) sont res- 
peclivement : /j el 5| , ^2 et ^2 , ^3 et ^s , . • . , et qu'on unisse ces 
points par un trait continu, on obtiendra une coui^be graphi* 
que (*) qui pourra remplacer, avec un degre d'approximation 
suffisant pour la pratique, la ligne des espaces et des temps. 



(*) Nous entendons, comme en geometrie descriptive, par cuurbe graphique, 
uoe courbe dont on ne couniiit aucunc propi'iete geometrique et qui est seule 
ment definie par son trace. 
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CHAPITRE II. 

[ODVEME^T RECTILIGME ET IIMIFORME. 



Si. Definition du mouvement unij'ornie. 
On appelle mouvement uniforme celui dans lequel le mo- 
bile patxourt DAMS le heme sems des cJiemins egaux en temps 
38 egaitr *, QTJELQiTE petits que soient i-es temps. 

53. Propriete fondamentale du mouvement uniforme. 

Dans un mouvement uniforme , deux portions quelconqties 
El et Ej de Vespace parcouru sont proportionnelles aux 
temps T, et T, employes & les parcounr. ' 

Nous distingue rons trois cas : i". Le temps T, esl uq mul- 
tiple entier pT^ du temps T,. Dans ce cas ie iheoreme est evi- 
dent. En e£fet, ]e temps Ti est la reunion de p intcrvalles de 
temps egaux a T, se succedant sans interruption ; done I'es- 
54 pace El est la reunion ou la somme de p espaces ^gaux n E,*. 
Ainsi • 

E, = />E,, d'oi. -| = p = ^\ 

2". LerapportdeT, AT, est une fraction—- Soit 9 la//"" par- 
tie de Ti , de fa^ou que , 

Appelons e I'cspace parcouru dans un icmps e^al a d, tious au- 
iu.,.s(i"cas), 

p,, = E„ /.,. = E., d'oft I^^^I;. 

-1". Le rapport deTi aT, estimommensurable. Soit 6 la /»'/"" 
[lartic de T» , et supposotis que T, conlicnne />, fois avec un 
I'sic moindre que 6, nous aurons 

/,,fl = T,, /.,9<T,<f/;,-Hi)e. 



^ 
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Or £ etaiit toujours I'espace parcouru par le mobile dans un 
temps 0, les espaces parcourus dans les temps pi6^ pjd, 
(^1 -f-i)6 seront respectivementps£,;7ie, (pi-hi)s (i^^'cas), 
de la on conclut 

Pit =: E2, A^e<E, <(y», 4- i)e. 
On a done 



de m^me que 



Pi Ej /?2 pi^ 



Pi T2 Pi P2 



Ainsi les rapports -^^ — ^ sont run et 1' autre compris entre ~ 

E«j Tj Pi 

et —i H ; raais p^ pouvant etre pris aussi grand qu'on veut, 

pi Pi 



-1 et — H diiierentd'aussi peu qu'on veut; done 

Pi Pi Pi r n ' 



- uiiiereniu 

2 

E. T. 

=- =: ;=-• C. Q. F. D. 

E, T^ 

56. Vitesse dans le mou^ement uniforme. 

Dans la relation 

E.^T. 
E,""T,' 

obtenue au numero precedent, le premier m.embre represente 
le rapport de deux longueurs entendu comme on I'indique en 
georaetrie , et le second le rapport de deux intervalles de temps 
entendu comme on I'a dit au n° 4fO. Mais le rapport de deux 
grandeurs etant toujours egal a celuides nombres qui sen^ent 
de mesure a ces grandeurs ^ par rapport it une m^me unite 
quelconque (voir Note I), rien n'emp^che de considerer les 
deux membres comme des rapports de nombres; alors on 
pent transformer la relation de la maniere suivante : 

E.^E, 
T, t/ 
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ei\'onvoit([Ue iJans tin mom'emettt uniyhrme le rapjion lie 
fespace parcourn (efaliie en nomhre) an temps employe a ie 
parcourir (evalue en nornbre) est constant. Ce rapport se 
ttotnme la vitesse du inouvenient utiiformc. On peul dire en- 
core ta vitesse est I'espace (evalitc en nombre) qui est par- 
couru dans une seconde ["). 

57. Helations ijni existent entiv Vespnce , Ic temps et fa 

I'll esse. 

Appelons \ la viiesse, E I'espoce parcoiirii , T 11- lemps cor" 
respondant (ces deux grandeurs etanl evaluei's en nombres, 
e nous le ferons toiijours desormais ). Nona aurons 



E = VT, T =: ^- 

Ces trois relations, faciles a enoiicer en langagc ordinaire, 
donnentl'un quelconqiie des trois nombres E, T, V qtiand on 
ronnait les deux aulros, 

S8. Etjuation du mouvement nnijornie. 

Determiner r^quation* d'lin nioiwement iinifornie, ton- 
naissant laposition occupee par le mobile a F instant iniii'il*. 
ia vitesse et le sens dn moitvemenf. 

i". Supposonit d'abord que le mouvement s'opere dans Ic 
sens des s positifs. Soient d'ailleurs V la vitesse, et s^ Vs du 
point M, ou se trouvclc mobile k I'instanL initial. A un in- 

(') On voitq II 'au point ilc viieoii nous nous pla^ons , Is vil«sso «st un aomhif. 
C'est l> doctrine moderne, Aniretoie on cansiderail la litSEae coinme une pnn~ 
deur. Alors on ne derinisaait pas la viLesEe , mais aaulenicnt sa mesnre. Pour 
«elii , on indiquait ce qn'on dcvait entenilre par vi(essi>a egales , somme de plu- 
sieure Tileiieg, eton deduiaail de ees definitions In notion du rapport de deiii 
viUsieB; puis, enfin, on demoniraii qii'en adopLanl unceertainp uniti^, la mesure 
de la Vitesse etaille rapport de I'espace pareonrn (eviilne en nnnibro) an lemps 
•mploji a le parcourir (ernlue en nonilire), 
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statit t posterieur a Fiiistaiit initial, le mobile sera en un 

y ^ point M sitae par rapport a Mo 

M* M, M du c6te des s positifs, et a un 

instant t^ ant^rieur a Tinstant initial en un point M' situe par 
rapport a M© du cote des s negatifs. Or soit s Ys du point M; 
I'espace E parcouru par le mobile en passant de M© a M, c*est- 
a-dire la distance MoM, sera s — Sq*\ le temps T employe a 44 
parcourir cetespace, c'est-a-dire le temps compris entre I'in- 
stant initial et Tinstant /, sera t*] done on aura* 46, 5y 

De m&me / etant Vs du point M', Fespace E parcouru par le 
mobile en passant de M' a- M, c'est-a-dire la distance M'M©, 
sera 5© — s^] le temps T employe a parcourir cet espace, c'est- 
a-dire le temps compris entre Tinstant ^'etl'instant initial, 
sera — ; «'; done on aura 

Airisi, quels que soient le signe et la grandeur de f , on a 

Celte equation^ est done celle du mouvement. 

2**. Supposons, en second lieu, que le mouvement s'opere 
dans le sens des s negatifs , M© etant toujours la position a Tin- 
stant initial et V la vitesse. A un instant t posterieur a Tin- 
stant initial , le mobile se trouvera en un point M situe par 

T y rapport a M© du c6t^ des s nega- 

M ^ M, M' tifs, et a un inslant «' anterieur 

a Tinstant initial en un point M' situe par rapport a M© du 
c6te des s positifs. Or soit s V s du point M ; I'espace E parcouru 
par le mobile en passant de M a M^, c'est-a-dire la distance 
MMo, sera ^0 — "J* ? le temp^i T employe a parcourir cet espace, 44 
c'est-a-dire le temps compris cnlre I'instant initial et I'instant 
t^ sera «*; done on aura * 46, 5j 
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De meme a' elant Ti du point M', I'espace E parcouru par le -mo- 
bile en passant de M^ a M' sera s* — s^ , le temps T employe a 
parcourir cet espace, c'est-a-dire le temps compris entre I'ln- 
stant £' et Finstant initial , sera — t^] done on aura 

Ainsi , quels que soient le signe et la grandeur de f , on a 

S = So — V f . 

Cette equation est done eelle du mouvement. 

59. On pent generaliser V equation du mous^ement uniforme 

en donnant un signe-a la vitasse, 

II l^esulte de ce qui precede que T equation du mouvement 
uniforme admet deux formes differentes*, en effet, on a trouve 

quand le mouvement s'efTectuant dans le sens des s positifs est 
ce qu'on nomme un moui^ement direct j et 

quand le mouvement s'effectuant dans le sens des s negatifs est 
ce qu'on appelle un mouvement retrograde. On peut grouper 
ces deux resultats en un seul. Conyenojis de faire preceder la 
Vitesse V du signe -h quand le mouvement est direct y du 
signe — quand le mouvement est retrogradey et appelons v le 
nombre positif ou negatif ainsi obtenu; nous aurons pour 
tous les mouvements uniformes 

60. Toute equation lineaire en s et t convient a un mouvement 

uniforme. 

• 

En eflety les constantes 5o et v qui entrent dans I'equation 
59 gen^rale du mouvement uniforme*, peuvent prendre toutes 
les valeurs depuis — so jusqu'a -h c© . 
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61 . La li'gne des espaces et des temps est une droite dans le 

mouv^ement uniforme. — Reciproque. 

En effet, Fequalion de la ligne des espaces et des temps 
est 5 = 50-+- J^**. Or cette equation est du premier degre*^ 52,59 
done, etc. [voyez la Geometn'e analjtique) , 

R^ciproquement , toute droite pent 6ire consideree comme la 
ligne des espaces et des temps d'un certain mouvement uniforme. 

62. Nature des problemes quon pent se proposer siir le 

moui^effient uniforme. 

Un mouvement rectiligneet uniforme estdetermine par deux 
proprieles relatives a la position, a la vitesse et au temps. Cela 
resulte de ce que son equation renferme deux indetermin^s Sq 
et i^*. On peut done se proposer sur le mouvement uniforme 59 
une serie de problemes analogues a ceux que Ton resout en 
geometrie analytique sur la ligne droite. 

Ces problemes n'offrant aucune difficulte, nous nous borne- 
rons a traiter le suivant. 

63. Determiner I' equation d'un mouv^ement uniforme^ donnais- 

sant les positions du mobile a deux instants donnes. 

Soit 

(1) S=:So-\-*^t 

• 

I'equation du mouvement, 5© ^t ^^ etant inconnus ; appelons 
5t et Si les s du mobile aux instants fj et f,. L^equation (1) 
devra 6lre verifiee pour s =:= Sx^ t = ti el aussi pour 5 = 5j , 
t = f J 5 on aura done 

Si = So-j- vtij ^2 = ^0 -I- *^ti ; 
de la on tire 

J I """" .Vj S2 •! "~~ ^1 *2 

V = 5 Sq = • 

/l ' tj ty — fj 

Ainsi Tequation du mouvement est 

s =z 1 e, 

t\ — ^a ^1 — t-i 



I. 
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CHAPITRE III. 

VITESSE DANS LE MOUVEMENT RECTILIGNE VARlt. 



64. Definition du mouvfcment 'uarie. 

54 Tout mouvement qui n'est ni uniforme *, ni compose de 
mouvements uniformes, est dit varie. 

65. Remarque sur la vitesse dans le moui^ement varie. 

La notion de vitesse telle qu'on Ta presentee au n° 56 nc 
s'applique qu'aux mouvements uniformes. Pour elendre ceite 
notion aux mouvements varies, il faut done chercher a ratta- 
oher ceux-ci aux mouvements uniformes. On y parvient de la 
maniire suivante. 

66. Viiesse mojenne corrcspondante a un certain inten^alle 

de temps, 

Considerons un mouvement varie pendant le temps T, et «oit 
E Tespace parcouru par le mobile. Supposons T assez peiit 
pour que pendant cet intervalle de temps le mouvement aif 
lieu dans le m^me sens. On pourra trouver un mouvemcfnt 
uniforme dans lequel le mobile mettra le temps T k parcourir 
Tespace E en se depla^ant d'ailleurs dans le sens du mouve- 
ment varie. Cela pose, la vitesse de ce mouv^ement uniforme 
sera en grandeur et en signe ce que Von appelle la vitesse 
mojenne du mouuement varie ^ pour Vespace E ou le temps T. 

D'apres cela, si on represenle par V,„ la valeur absolue de la 
57 vitesse moyenne, on a * 

V -?• 

'^W rp.5 

et si i^,„ est la vitesse moyenne en grandeur et en signo, 
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on a * 59 

le signe etant -h quaud I'espace E est parcouru dans le sens 
des 5 positifs et — dans le cas contraire. 

67. f^itesse a un certain instant. 

Supposant fixe Torigine t du lemps T, faisons decroilre ce 
temps indefiniment ; la vitesse moyenne , definie au numero 
firec^dent, tendra vers une limile qui sera en grandeur et en 
signe la vitesse a Tinstant t. Nous appellerons V cette vitesse 
consideree en grandeur seulement, et f^ la m^me vitesse con- 
sideree en grandeur et en signe •, nous aurons done 

V = lim V„ ~ lim - 60 

et 

i> =z lira v^ = zt lim ¥«, = ± V, 

le signe etant celui de la limite. de i^^ ou simplemeut celui 

de ^',^9 si, comme on Ta admis*, le mobile se deplace dans le 66 

ni6me sens pendant lout le lemps T* 

68. s = (p(t) etant V equation* d*un mouvement varie^ la 5i 
vitesse consideree en grandeur et en signe v est egale a la 
denWe St = ^' (t) (*) de s par rapport a t. 

Considerons le mobile a Finstant ^ et a un autre instant 
posterieur f -h T assez voisin du premier pour que, pendant le 
temps T, le mouvement soil fcontinuellement direct* ou conti- 59 
nuellement retrograde. Soient Mia position du mobile a Tinstant 

f, M' la position a Finstant f -+- T; 

*- — ■ •■ » ^ — .. *■ 

6 - — ^M M' i»^ J^ point M sera (f (t) el celui 

de M', 9 (/ + T) ; done la distance MM', c*est-a-dire Tespace 



(*) Nous nous servirons toujours, pour representor les dorivees, de la notation 
do Lagrange ordinairement employee en alg^bre. 

3. 
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pareouru dans le temps T, sera ^ (t -h T) — ? (') si le mou- 
vement est direct, et(f{t) — y(«-f-T) = — [?(«-l-T) — 9 (/)] 

44 si le mouvement est retrograde*. Done la vitesse moyenne 

66 consideree en grandeur seulemeut sera * 

V« = ^-5 ;^ -— dans le cas du mouvement direct 

et 

V« = — ^-^ ^ ^-^-^ dans le cas du mouvement retrograde ; 

par suite, la vitesse moyenne consideree en grandeur et en signe 
66 sera , dans tons les cas*, 

_ y(<4-T)~y(r) 
T 



^m 



Faisant decroitre T ind^finiment, on Irouve pour la vitesse en 

67 grandeur et en signe a Tinstanl t * 

I' = lim ^-^ 1^ p— = (p' (/) = St. C. Q. F. D. 

69. La vitessfiy consideree en grandeur et en signe , est egale 
au coefficient angidaire (*) de la tangente a la ligne des 

5'i • espaces et des temps * . 

' En effet , la ligne des espaces et des temps a pour equation 
Tequation meme ^ = y (f ) du mouvement \ le coefficient angu- 
laire de la tangente a cette ligne est done s\ [voyez la Note II 

68 placee a la fin de I'ouvrage), ou bien l^*, c. q. f. d. 

70. La vitesse en grandeur et en signe v esl egale h Vinv^erse 

de la detwee de' t relativ^e h s. 

On a prouve que 
68 P=zi *• 



I > 



(*) L'echelle des ordonn^es pouvant difierer de celle des abscisses , i1 n^est 
pas inutile de remarquer que j'eutends par coefficient angulaire d'une droite le 
nombre qui, sur Techelle des ordonnees, niesure la difference de deux ordon- 
nees de la droite divise par le nombre qui, sur rechelle des abscisses, mesure la 
difference des abscisses correspondantes. (Note II.) 
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mais, par ]a regie de la derivation des fonctions inverses (voyez 
Vjdlgebre)^ 



done 






I 



V = -T' c. Q. r. D, 



71 . Equations relatii'es a la 'vitesse. 

m 

On appelle : i*^ equation des vitesses et des temps la rela- 
tion if = <f^(t) qui permet de determiner a chaque instant la 
vitesse v^ consideree en grandeur et en signe *, 2^ equation des 
vitesses et des espaces la relation i/ = i|; (5) qui donne pour 
chaque valeur de s la vitesse i^ en grandeur et en signe. 

72. Lignes des vitesses, 

Les deux equations relatives a la vitesse peuvent etre rempla- 
cees par des courbes. Pour cela on prend, comme au n° 52, deux 
axes coo rdonnes ( recta ngulai res pour simplifier), et, apres 
avoir choisi I'echelle des abscisses-et celle des ordonnees, on 
construitdansle plan de ces axes deux courbes dont les points 
aient pour coordonnees les valeurs correspondanles des va- 
riables qui entrent dans les Equations considerees. 

73. Courbes' graphiques seruant a.representer approxima- 

tivement les lignes des vitesses, 

Lorsque les lois relatives a la vitesse sont definies par des 
donnees experi men tales, on opere comme au n° 53, et Ton 
obtient des courbes graphiques representant approximative- 
ment les lignes des vitesses. 
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CHAPITRE IV. 

THl^ORIE DU MOUVEMEIVT UNIFORM^MEWT VARli. 



74. Definition du mouv^ement uniformement varie. 

On appelle moui^ement uniformement varie , celiii dans 
Hy lequel la vitesse [consideree en grandeur et en signe) * varie 
38 DAKS LE MEME SENS dc quantites egales en temps egaux *, 

QUELQIE PETITS QUE SOIEKrT CES TEMPS. 

73. Propriete fondnmenlale du mouvement uniformement 

"varie, 

Dans un mouv^ement uniformement varie, les variations 
(prises positii^ement) A^ et A^ que subit la vitesse consideree 
en grandeur et en signe dans deux inter^alles de temps quel- 
conques Tj et Tj , sont dans le meme rapport que ces temps. 

Nous distinguerons trois cas : i**. Le temps Ti est un mul- 

liple entierpTg de Tj. Dans ce cas, le. iheoreme est evident; 

en effet, le temps T^ est la reunion de p intervalles de temps 

egaux a Tg se succedant sans interruption 5 done la variation 

74 de vitesse A^ est la somme de p variations egales a As *. Ainsi 

A,=/?A2, dou --—/?——. 

2^. Le rapport de T^ a Ta est une fraction — • Soit 9 la p'^ *"* 

partie de Tj , de facon que 

Pi = T2 , et , par suite , yt?, © == T, ; 

appelons 5 la variation (positive) de vitesse correspondante a 
un inlervalle de !emps egal a 0, nous aurons (i*^^ cas) 

^2 p^ •* 2 4 
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3^. Le rapport de T| a 1% est incommensurable. Soit 6 

la p*^^' partie de Tg et supposons que Tj contienne pi fois 6 
avec un reste moindre que 6, nous aurons 

P,B=zT:^, /?.0<T. <(/?, + 1)0, 

Or a etant toujours la variation de Vitesse correspondante a 
un temps 0, les variations correspondantes aux temps /7j0, 
Pi0, (/?i"4-i)0 sont respectivement ^jJ, Pi^^ (A^i -H 0^ 
(i^^ cas) ; de la on conclut 

On a done 



de m^me que 



Pi Aj /?2 />2 



TT ^ t" ^ TT "^ TT ' 



ainsi les rapports — ? — ^ sont Tun et I'aulre compris entre — 

el 1 : mais p^ pouvant etre aussi grand qu on vein, — et 

Pi p-i Pi 

li I 

— H different d'aussi peu qu'on veut; done 

Px p-k 

A. T, 

— rr: —• . • c. Q. F. D. 

As Tj 

76. Acceleration dans le tnouv^ement iiniformement vane, 

A T 
De la relation -^zziz^ obtenue au numero precedent, on 

T 

deduit (apres avoir remplace le rapport -^ par celui des 

nombres qui mesurent T, et Tj) , 

A, ^2 



T. 



) 



ainsi , dans un mou^^ement iiniformement varie le rapport 
de la variation [positiv^e) que siibit la vitesse [consideree en 
grandeur et en signe) au temps correspondant est constant. 
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Ce rapport se nomme V acceleration du mouvement uniforme- 
inent varie. On peul dire encore ; L' acceleration est la varia- 
tion [positii^e) que subit la vitesse (consideree en grandeur 
et en signe) dans une seconde (*). 

77. Relations qui existent entre la variation de vitesse^ 

r acceleration et le temps, 

Appelons W I'acceleration , A la variation (positive) de 
vitesse, T le temps correspondant ; nous aurons 

w = ^, 

T 
et, par suite, 

Ces trois relations, faciles a traduire en langage ordinaire, 
donnent chacun des nombres A, T, W, quand on connait les 
deux autres. 

78. Equation des vitesses et des temps dans le mouuernent 

uniformement varie, 

71 Troui^er t equation des vitesses et des temps * dans le 

mouy^ement uniformement varie ^ connaissant la vitesse en 

45 grandeur et en signe a V instant initial*,^ V acceleration et le 
sens dans lequel varie la vitesse. 

1^, Supposons d'abord que la vitesse (consideree en gran- 
deur et en signe) aille en croissant avec le temps; soient d'ail- 
leurs v^^ cetle vitesse a Tinstant initial, et W 1' acceleration. 
A un instant t posterieur a Tinstant initial, la vitesse t^ sera 
plus grande que v^^ done i^ — v^^ sera la variation (ppsitive) 
que subit la vitesse dans le temps t compris entre Tinstant 

77 initial et Tinstant t-^ done on a * 

!l^Il^" = w, d'ou v = p,^yft. 



{*) On voit par cettc definition que I'acceleration , comme la vitesse » est tou- 
j«»urs un nombrc. 
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A uo instant t' anlerieur h Finstant initial, la vitesse \^ sera 
moindreque 1^0, done \^^ — %^' sera la variation (positive) que 
subit la vitesse dans le temps — t* compris entre Finstant t' 
et Finstant initial ; done on a 



v' 



= W, d'ou / = ro4-Wr'. 



Ainsi , quels que soieni la grandeur et le signe de «, on a 

Cette equation est done celle des vitesses et des temps dans le 
mouvement considere. 

a^. Supposons, en second lieu, que la vitesse (consider^e 
en grandeur eten signe) aille en decroissant lorsque le temps 
croit. Soient toujours p'q la vitesse a Finstant initial, W Facce- 
leration. A un instant t posterieur a Finstant initial, la 
vitesse i^ sera plus petite que v^^ done la variation (positive) 
que subit la vitesse dans le temps t compris entre Finstant 
initial et Finstant t^ sera m^ — i^; done on a 



i^O V 



= W, d'oii uz=i>,-^Vft 



t 

A un instant l! anterieur a Finstant initial, la vitesse i>' sera 
plus grande que v^^ done la variation (positive) que subit la 
vitesse dans le temps — t' compris entre Finstant t' et Finstant 
initial sera v^ — v^\ done on a 



/ — t' 



/r=:W, d'oU P'^f'o — Wr'. 



Ainsi , quels que soient la grandeur et le signe de f , on a 

Cette equation est done celle des vitesses et des temps dans le 
mouvement considere. 

79. On generalise V equation des vitesses et des temps , dans 
le moui/ement uniformement varie, en donnant un signe 
a V acceleration. 

II resulte de ce qui precede * que la loi des vitesses et des 78 
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temps, dans le mouvement uuiforaiement vai-ie, peut elre 
representee par deux equations diflerentes : par Fequation 

quand la vitesse (consideree en grandeur et en signe) croissant 
avec le temps , le mouvement est ce qu'on nomme un mouv^e- 
ment accelerCy par Fequation 

quand la vitesse d^roissant a mesure que le temps' croit, le 
mouvement est ce qu'on nomme un moui^ement retarde (*). On 
peut grouper ces deux resultats en un seul. Coni^enons de 
/aire preceder V acceleration W du signe de -h quand le 
mon^emenl est accelere, du signe — quand le moui^ement 
est retarde y et appelons wle nombre positif ou negatif ainsi 
obtenu , nous aurons pour tous les mouvements uniformeraent 
varies 

p = ('o -H ivt. 

80. Toute equation lineaire en\eti conv^ient a un niou%^e- 

ment uni/ormement varie. 

En eilet, les constantes v^o et w qui entrent dans Fequation' 
generale des vitesses et des temps du mouvement uniformement 
79 varie *, peuvent prendre toutes les valeurs de — oo a -h oo . 

7a 81. La ligne des vitesses et des temps * est une droite dans 
le mous^ement uniformement varie, — Reciproque, 

En effet, la ligne des vitesses et des temps a pour equa- 



(*) Go dit quelquefois qu'un mouvement est accelere ou retarde suivant que 
la vitesse, consideree en grandeur seulement^ augmente ou dimiuue a mesure 
que )e temps croU. A ce point de vue, un m^me mouvement uniformement 
varie presente toujours deux periodes, I'une pendant laquelle il est accelere, 
I'autre pendant laquelle il est retarde. Nous avons cru devoir rejeter cette ma- 
niere de voir, qui offrc des inconvenients sous plusieurs rapports. 



MOVVEMBMT REGTJLlOlfE. 43 

lion 

p = t^o -f- (vr *. 79 

Or cette equation est du premier d^r^, done, etc. 

Reciproquement , toule droile peut 6lre consideree comme 
la ligne des vitesses et des temps d'un certain mouvement uni- 
formement varie. 

82. Sguation des espaces et des temps * dans le mouvement 5 1 

uniformement varie. 

Nous savons que fa vitesse exprimee ici par i^^ -h w£ * est la 79 
derivee de s par rapport a t *•, done reciproquement 5 est la 68 
fonction primitive ou I'lntegrale de j^4- w^ par rapport, a t. 
Mais v^Q et w elant des constanles, Tintegrale de i^^ 4- \vt par 

rapport a t est [vojez V Algebre) c-^ s^^t-\ — w^*, en appe- 

lant c une coustante arbitraire; done 

La constante c s'interprete aisement. En effel , si on fait « = o , 
on a J = c, done c est \ s du point. ou se trouve le mobile a 
Tinstant initial. Ordinairement on represente cette valeur 
particuli^re de s par s^ \ I'equation du mouvement uniforme- 
ment varie prend ainsi la forme 

I 

2 

83. Toute equation de la forme s = a -|- bl -+- ct*, om a , b , c 
sont des constantes reelles, conv^ient a un mous^ement uni- 
formement varie. 

En effet, la constante 5^ peut, comme les deux premieres x^^ 
et w, prendre loutes les valeurs de — oo a -+- oo dans Tequation 

I 

2 

du mouvement uniformement varie. 
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Si. La ligne des espaces et des temps * est une parabole 
dans le tiiouvement uniformement varie. Position de celte 
parabole par rapport aux axes. 

La ligne.des espaces et des lemps a pour equaliun 

done celte ligne est une parabole [voyez la Geometiie anafy- 
titjue). Cherchons sa position par rapport aux axes. Si dans 
I'equation (i) on fait 

( ==. const. , 

on trouTe uiie equation du premier degr^ en s\ done les droites 
parallelesa I'axedesf ne rcncontrent la courbe qu'en un point 
et sont, par consAjuent, des diamfeires. Si I'on combine le- 
quation (i) avec la suivante. 



il vient (' = o, c'est-a-dire deux fois la valeur t^o; done 
la parabole est tangente k la droite 5 = Jo + ^nt an point oii 
cel!c-ci coupe I'axe des s. Enfin, si Ton pose (= ± «« , on a 
-T = + 00 quaud w est positif et s ^ — co quand w est nega- 
lif; done la courbe s'etend du cote des s posiiifs ou du c6te 
oppose, suivant que iv est positif ou negatif. Ces proprietes 
sullisentpour indiquersuffisamment la position de la parabole. 
Du rcstc, on peut aisement trouver'le sommet d'ou Ton d^uit 
ensuite I'axe et le foyer. En eft'et, au sommet la tangente est 
perpeudiculaire a la direction des diametres el, par suite, pa- 
lallele a I'axe des t (puiscjue les axes sont rectangulaires *) ; 
on a done en ce point 



f qui donne 



-) 



MOVVEMEMT REGTILIGNE. 4^ 

85, Equations particulieres du moui^ement uniformement 



varie. 



La vitesse etant une fonclion lineaire du temps *, passe 79 
par tous les elats de grandeur lorsque t varie. H y a done un 
instant ou cette vitesse est nulle. Si on le prend pour instant 
initial et que, de plus, on choisisse la position correspondante 
du mobile pour origine. des 5, on aura 5o = t''o=o. L'equa- ^ 
tion des espaces et des temps et celle des vitesses et des temps 
deviennent alors ** . 79 » ^^ 

1 . vt 

s = — (vt9 , if=tPti de la on tire s = — j v^ = 2. ws. 

2 2 

resultats faciles a traduire en langage ordinaire. 

86. Determiner les princip ales circonstances d*un mouvem^nt 
uniformement varie en employ ant r equation des espaces 
et des temps et celle des vitesses et des temps, 

Reprenons les equations 

I 
2 

dont Tune donne la position et I'autre la vitesse. 
Je raets la premiire.sous la forme 



2W 2 \ wj 



el la seconde sous celle-ci : . 






— ) ayant toujours le m^me sighe, on 
voit que s est toujours plus grand ou toujours plus petit que 



Le terme - tv ( < -h- 



1;? 



^0 -' Ainsi, si Ton prend sur I'axe des s le point A, dont 

7.W ^ 



p' 



r^ est 5o ^» le mobile, pendant toule la diir^e du mou- 



iw 



vement, sera du mAnfe c6te du point A , du cote des s posiiifs 
si \v est positif , du c6te des s negatifs si w est negatif. Pour 
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t=z — 00 le tcrnie -iv(f-}- — ) est db oo , done le mobile 

1 \ w) ^ 

est a riufiD] a droite ou a gauche^ t augmentant depuis 

tz=. — 00 jusqu'a / = -^ le lerme -ivIfH-— ) decroit 

en valeur absolue jusqu'a zero, done le mobile s'avance vers A , 
el coincide avec ce point a I'inslant 1-=. -* t augmentant 



w 



encore depuis / = ^ jusqu'a + oo , le mobile repasse par les 

m^mes positions et relourne a I'infini. Quant a la vilesse : eJIe 
est infinie pour / = — oo , elle decroit ensuite en valeur abso- 
lue et devient nulle a Tinstant i = lorsque le mobile est 

en A, puis elle repasse par les memes valeurs, au signe pres , 
et redevient infinie pour 'it = -f- oo . Ainsi , en resume, le mo- 
bile part de Tinfini d'un certain cote avec une vilesse infinie, 
s'avance vers un certain point A avec urie vilesse de plus en 
plus petite (en valeur absolue), arrive au point A avec une vi- 
lesse nulle, puis revient sur ses pas el relourne a I'infini avec 
une vilesse croissante en valeur absolue. 

II n'esl pas inutile de remarquer qu'a deux instants equi- 
distants de celui ou la vilesse est nulle le mobile se trouve dans 
la meme position avec des viiesscs egales et de signes con- 
Iraires. En effet, si, dans les equations 









on fait successivemeni f = ^-h-T, / = — T, ou 

trouve pour s des valeurs egales et pour \^ des valeurs egales et 
de signes coplraires. 

87. Determiner toiiles les circonstances d'lui mouuement uni- 
formement varie en faisant usage de la Ugne des espaces 
et des temps. 

Soil Ic mouvemenl represente par Tequalion uumerique 

s =11. ^Zt -\- ^tK 
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Coiislruisoiis la Jigne des espaces et des temps; nous obtien- 

drons * uiie parabole s'etendant du c6te 84 
des s positifs, ayant pour sommet le 

37 , , 

point t =jy s=^^ et tangeute a la 

droite 5 = 2 — 3t au point / = o, 5=2. 
Cela pose, on voit, par la marche de 
rordonnee, que le mobile part de Tinfini positif, qu'il s'avance 

vers le point dont Vs est ^9 avec lequel il coincide a Tinstant y^ • 

qu'il s'ecarte ensuite de ce point en repassant par les memes 
positions, puis enfin qu il retoutne a Finfini. Par la variation 
de la tangeute, dont le Coefficient angulaire represente la Vi- 
tesse M* 5 on reconnait que la vitesse est infinie pour t = — 00 , 69 
qu'elle va en diminuant, abstraction faite'du signe, en restant 

negative jusqu'a Tmstant t = jy ouelle est nuUe ;en£in qu'elle 

reprend les m^mes valeurs au signe pres. 

88. Proprietes du mouvement uniforniement varic. 

La Vitesse nioyenne (consideree en grandeur et en signe)* gG 
correspondunte a un certain interualle de temps . est la 
mqyenne des vitesses (considerees en grandeur et en signe) a 
r origin e et a la Jin de eel intesvalle de temps, 

Soient t — T et r-f-T Tinstant initial et Tinstant final 
de Tintervalle de temps considere qui dis lors sera egal a 2T. 

I 

Si ^1, Sj sont les 5 et ^^i, ^^ les vitesses a ccs deux instants, nous 
aurons ** 82, 79 

(^, =r <>« -4- fv(f — T), 

^'2— <'o-l- «'(r-|-T). 
De la on tire, pour la vitesse moyenne correspondaiile a Fin- 
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68 tervalle de temps aT *, 

2 1 

et pour la moyenne des vilesses aux instants t — T, f -f- T, 

2 

Done, etc. 

89. La Vitesse h un instant quelconque est la moyenne des 
vitesses a deux instants equidistanls du premier. 

En effet, soient t un instant quelconque et t — T, f-J-T 
deux autres intants equidistants du premier, on aura pour la 
Vitesse \^ a I'instant f , 

79 t* = c'o -f- wt *, 

et pour les vitesses v^ et \^^ aux instants t — T, ^-f-T, 

p, = Po -+- w' (^ — T ) , p, = p„ 4. (V (^ -{- T ). 
De la on tire 



^x 



C. Q. F. D. 



EZERCZCES PROPOSiaS. 

1°. Deux mobiles ont sur une mtoe droite un m^me mouvement 
uniform6ment vari6 ; on sail que ie premier passe en un point A n secondes 
avant le second : on propose de trouver leur point de rencontre. 

2°. Calculer la profondeur / d'un puits , sachant qu'il s'est 6coul6 n se- 
condes entre I'instant ou Ton a lach6 une pierre et celui oil le bruit qu'elle 
a fait en frappant le fond est parvenu k Toreille. La pierre poss^de en 
tombant une acceleration constante 6gale i g^ et la vitesse du son est a. 

Application numerique, /i=3, ^=9,81, flr = 34o. On trouve 
/= 41 metres, k i metre pres. 



\ 
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CHAPITRE V. 

ACCELERATION DAKS LE MOUVEMENT VARlE QUELCONQUE. 



90. Remarque sur /' acceleration dans le nioiwenient va^ 

rie quelconque *. 64 

La notion d'acceleration telle qu'on Ta presentee au n^ 76 
ne s'applique qu'aux raouvements uniformemeot varies. Pour 
etendre cette notion aux mouvements varies quelconques, il 
faul done chercher a rattacher ceux-ci aux mouvements uni- 
forraement varies. On y parvient de la maniere suivante : 

91 . Acceleration moyenne correspondante h un certain 

inter^^alle de temps. 

CoDsid^rons un mouvement vari^ quelconque pendant le 
temps T, et soil A la variation (positive) que subit la vitesse 
(prise en grandeur et en signe). Supposons T assez petit pour 
que, pendant tout ce temps, la vitesse varie dans le ni^me sens. 
On pourra trouver un mouvement uniformement varie * dans 74 
lequel la vitesse variera , pendant le temps T, dans le meme 
sens et de la m^me quantity A que la vitesse du mouvement 
varie quelconque. Cela pose , Y acceleration ** de ce mom^e- 76, 79 
ment uniformement varie sera en grandeur et en signe ce 
qu!on appelle V acceleration moyenne da mouuement varie, 
pour le temps T. 

D'apris cela , si Ton represente par W», la valeur absolue de 
Tacceleration moyenne, on a 

W- = ^% 77 

et si w« est I' acceleration moyenne en grandeur et en signe, 

I. 4 
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on a 

79 «'« = ±:-*? 

le signe ^tant 4- quaiid la vilesse croit pendant le temps T, et 
— dans le cas conlrairo. 

92. Acceleration a un certain instant, 

Laissant fixe Torigine t du temps T, faisons decroitre ce 
temps indefiniment; racceleration moyemie, definie au nu- 
mero precedent, tendra vers une limite qui sera en grandeur 
et en signe F acceleration a Tinstant t. Si nous appelous W 
cetle acceleration consideree en grandeur seulement, et tv la 
meme acceleration consideree en grandeur et en signe, nous 
anroiis done 

9, W==limW« = lim^S 



et 



«' = lim«'« = ±:limWOT = ±lim -9 



le signe etant celui de la limite de w,„ ou simplement celui de 
91 ^<'/n9 puisque* la vilesse varie dans le m^me sens pendant tout 
le lemps T. 

93. Remarque sur le signe de V acceleration , 

L' acceleration moyenne ou instantanee a le meme signe 
que la ^vilesse v quand la valeur absolue V de celle-ci 'va en 
croissant a\^ec le lemps y et un signe contraire a celui de v 
quand V va en decroissant h mesure que le temps crott, 

Supposons que V aille en croissant , la vilesse i* qui a V 
pour valeur absolue ira en croissant ou en decroissant selon I 

qu'elle sera positive ou negative; done racceleration moyenne 
ou instantanee, qui est positive ou negative suivant que \f croit 
ou decroit, aura dans ce cas meme signe que i^. 

Supposons que V aille en decroissant, la vitesse s^ ira en de- 
croissant ou en croissant suivant qu'elle sera positive ou nega- 
tive; done I'acceleration aura un signe contraire a celui de <>. 
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94. RemarqMO sur P acceleration dans le mom^ement uniforme 

et dans le mout^ement uniformement ^^ane. 

L' acceleration moyenne el I'acceleration instantanee sont 
nuUes dans le mouvement uniforme *. L' acceleration moyenne 54 
est egale a Facceleration instantanee dans le mouvement uni- 
formement varie *. 74 

95. v = ^i(t) etant I' equation des vitesses et des temps ^ 71 
dans un mouv^enient varie^ F acceleration consideree en 
grandeur et en signe w, est la deriuee \'t = (f\ (i) de y par 
rapport a t. 

Considerons le mobile a I'instant t et a un autre instant pos- 
terieur t + T assez voisin du premier pour que le mouvement 
soit continuellement accelere* ou continuellement retarde 79 
pendant le temps T. La vitesse i^ sera (fi(t) a Tinstant f , et 
^1 (f-hT) a Finstaut t-J-T. Done la variation (positive) que subit 
la vitesse dans le temps T sera (fj (f + T) — (fi [t) si le mouve- 
ment est accel^re et y 1 (t) — y ^ (f -4- T) = — [9, (^ + T) — fi (t)] 
si le mouvement est retarde 5 done Tacceleration moyenne, 
consideree en grandeur seulement, sera * 91 

w ?«(^ + T) — <p, (0 J 1 J . '1' ' 

W« = ^-^ ^^ 1 dans le cas du mouvemeDt accelere , 

et 

Wm = — ^^ ' ■ 9 dans le cas du mouvement retarde ; 

par suite Tacceleration moyenne, consideree en grandeur et en 
signe, sera dans tous les'cas'^ 91 



«*« 



_ y.(r--f-T) — y>(/) 
~ T 



Faisant decroitre T indefiniment, on trouve pour Taccelera- 
tion en grandeur et en sigue , a I'instant t *, 9*^ 






4- 
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9(5. V acceleration consideree en grandeur el Qn signe est 
egale an coejficient angulaire de la tangente a la ligne 

7'2 des vitesses et des temps *. 

Cela resulie immediatement dela propriete precedente el de 
la definiiion de la ligne des vitesses et des temps. 

97. L* acceleration consideree en grandeur et en signe est 
egale a t immerse de la deriuee de t par rapport h v. 

On a demonlre que 
mais, par la regie des fonctions inverses ( vojez Y Algkbre) , 



done 






I 

(Vr=-7-. c. Q. r. D. 

/ 

¥ 



98. V acceleration consideree en grandeur et en signe est 
egale a la deri^ee du demi-carre de \ par rapport a s. 

En effet , on a 

Or si 5 pour evaluer \^\ , on regarde (^ comme fonclion de^ et s 
corame fonction de f , on trouve par la regie de la derivation 
des fonctions de fonctions [vojez Yjilgebre) : 



68 mais s\=. p**, done 






I ^' 



,3 



(.V=. i>V^'=Z \ - V* ] • C. Q. F. D. 



99. Equations relatii^es h V acceleration , 

On appelle : 1** equation des accelerations et des temps ^ la 
relation w = (pj (if) qui permet de determiner a chaque instant 
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racc^leralion consideree en graudeur et en signe*, 2® equation 
des accelerations et des espaces , la relation w = ^i(5) qui 
donne pour chaque position du mobile Tacceleration en gran- 
deur el en signe \ 3° equation des accelerations et des vitesses, 
la relation w = y^ (1^) qui existe entre racceleration et la vi- 
tesse considerees Tune et T autre en grandeur et eu signe. 

100. Lignds des accelerations, 

Les irois equations relatives a Facceleration * peuvent 6lre 99 
remplac^es par des courbes. Pour cela, on prend, coinme au 
n*^52, deux axes coordonnes (rectangulaires pour simplifier) 
et dans leur plan on construit des courbes doni les points aient 
pour coordonnees les valeurs correspondantes des variables 
qui entrent dans les equations considered. 

101. Courbes grapliiques servant a representer approxima- 
tiuement les lignes des accelerations . 

Lorsque les lois relatives a Tacceleration sont deiinies par 
des donnees exp<^rimentales, on opere comme au n^ 53 et Tori 
obtient des courbes graphique^ representanl approximative- 
ment les lignes des accelerations. 



^ 
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APPENDICE. 



§ I. — Remarques sur la Titesse et Taccel^ration. — Loi de 

Hiomogeneite. 

102. La Vitesse depend de r unite de longueur et de r unite de temps. 

La Vitesse telle qu'on Ta d^finie est un nomhre ; mais ce nombre repre- 
sentant le rapport d'une longueur (evalu^ en nombre) a un temps (6valu^ 
67, 56 en nombre ) *, ou bien la limite d*un rapport de cette nature *, depend de 
Tunit^ de longueur et de Tunit^ de temps. II suit de 1^ que pour definir 
compl^tement une vitesse il ne suffit pas d'^noncer sa valeur num^rique , 
il faut encore indiquer quelle est I'unite de longueur et quelle est I'unite 
de temps. C'est ce que Ton fait toujours dans les applications. On dit une 
Vitesse de 10 kilometres k Theure, une vitesse de 200 pieds anglais par 
minute; et par 1^ on en tend : une vitesse ^gale ^ 10, le kilometre 6tant 
pris pour unite de longueur et I'heure pour unit6 de temps ; une vitesse 
6gale k 200 , le pied anglais 6tant pris pour unite de longueur et la minute 
pour unit6 de temps. 

i03. Loi suivant laquelle les vitesses varient avec f unite de longueur 

et runitS de temps. 

La loi suivant laquelle les vitesses varient avec Tunit^ de longueur et 
I'unite de temps est fort simple : 1° une vitesse varie avec I'unite de lon- 
gueur comme les nombres qui mesurent les longueurs; par consequent 
I'unite de longueur devenant un certain nombre de fois plus grande ou 
plus petite , la vitesse devient le m^me nombre de fois plus petite ou plus 
grande : c'est ce que Ton exprime en disant qu'une vitesse est du degre i 
par rapport aux longueurs ou aux espaces; a** une vitesse varie avec I'u- 
nite de temps comme I'inverse des nombres qui representent les intervalles 
de temps; ainsi I'unite de temps devenant un certain nombre defois plus 
grande ou plus petite , la vitesse devient le m^me nombre de fois plus 
grande ou plus petite : c'est ce que Ton exprime en disant qu'une vitesse 
est du degre — i par rapport aux temps. 

iOi. Connaissant la valeur dune vitesse par rapport a certaines unites 
de longueur et de temps, trouver la meme vitesse par rapport a 
d^ autre s unites. 

Soit a reduire en metres par seconde une vitesse de 200 pieds anglais 
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par minute. Le pied anglais valant o"',3o48, 200 pieds vaudront Go^'jqG, 
d'ailleurs une minute vaut 60 secondes, done la vitesse cherchee est 

-^ = .,0.6*. 57 

105. U acceleration depend de Punite tie longueur ct de P unite de temps, 

L'acc^l^ration 6tant le rapport d'une difference de vitesses a un temps 
(6valu6 en nombre)* ou bien la limite d'un rapport de cette nature*, 76,91 
depend de I'unit^ de longueur et de Tunite de temps. II suit de la que' 
pour d6finir completement une acceleration , il faut, en enoncant sa valeur 
num^rique , indiquer quelle est Tunite de longueur et quelle est I'unit^ 
de temps. C'esl ce que Ton fait toujours dans les applications. On 
dit, par exemple, une acceleration de 200 pieds anglais par minute, et 
par \k on entend : une acceleration egale a 200 , le pied anglais etant pris 
pour unite de longueur et la minute pour unite de temps. 

\ 06. Lois suivant lesquclles P acceleration varie avec les unites de longueur 

et de temps. 

1°. Une acceleration varie avec I'unite de longueur comme les vitesses 
et par suite* comme les nombres representant les longueurs; c'est ce io3 
que Ton exprime en disant que Tacceieration est du degre i par rapport 
aux longueurs ou aux espaces. 2°. Une acceleration varie avec I'unite de 
temps comme une vitesse divisee par un temps et par suite * comme Tin- io3 
verse du carre des nombres qui representent les temps : c'est ce que Ton 
exprime en disant qu'une acceleration est du degre — 2 par rapport aux 
temps. 

i07. Connaissant la valeur (Tune acceleration par rapport a certaines 
unites de longueur et de temps, trouver la meme acceleration par rap- 
port a fPautres unites', 

Soit a reduire en metres par seconde une acceleration de 200 pieds 
anglais par minute. On sait dej^* qu'une variation de vitesse de 200 pieds 104 
anglais par minute equivaut ^ i ,016 en metres par seconde; done divisant 

par 60, valeur d'une minute en secondes, on a*-^^ — = 0,0169.. pour 

I'aeceieration cherchee*. 77 

108. Loi de Phomogeneite. 
Soit une relation 

(1) <p(e;,e,,...,t.,t,,...,v,,v,,...,w.,w,,...) = o 

entre uae serie d'espaees ou longueurs E, , £3 , . . . , une serie d'intcrvalles 
de temps T, , T, , . . . , une serie de vitesses V, , V3 , . . . , une serie d'acce- 
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lerations W, , W.^,...; cette relation, si on I'a ^tablie sans faire au- 
cune hypoth^se sur Funit^ de longueur et sur Tunit^ de temps, devra 
satisfaire k deux conditions gen^rales qui sent d'une grande utility pour 
la verification des formules. En effet , ayant attribu6 une premiere va- 
leur aux unites de longueur et de temps , rendons Tunite de longueur m 
fois plus petite , sans changer d'ailleurs Tunit^ de temps ; les nombres 
io6, io3 Ej, Ej , , . . , Y( , Yj , . . . , W, , W, , . . . , deviendront m fois plus grands **, 
tandis que les nombres T^ , Tj, . . . , resteront les mtoes. II suit de la que 
la relation (i) ne doit pas changer quand on multiplie par un meme nom- 

bre quelconque m , les nombres E, , E,, . . . , V, , V, , . . . , W, , Wj, Ge 

qui exige (voynsz la Geometrie analjrtique) que la fonction ^ soit ho- 
mog^ne par rapport aux lettres E, , E^ >. . . , V, , V^ , . . . , Wj , W^ , . . . . 
Rendons en second lieu Tunit^ de temps m fois plus petite , sans changer 
I'unite de longueur : les nombres E^ , E^, . . . , resteront les m^mes, les nom- 
bres T, , Tj , . . . , seront multiplies par m , les nombres V^ , V^^, . . . , seront 

1 06, io3 multiplies par — *, les nombres W, , W,,. . ., seront multiplies par — j *; 

done la fonction (p doit aussi ^tre homog^ne par rapport k T^ , T, , . . . , 
V, , V, , . . . , W, , Wj, , . . . , mais en ayant soin d^ donner Texposant — i 
aux lettres Vj , Vj , . . . , et I'exposant — 1 aux lettres W^ , W^ , . . . . 

i09. Remarque sur la loi de Vhomogeneite. 

La loi de rhomog6n6ite assujettit les relations entre les 6l6ments E , 
T, V, W du mouvement , a certaines formes n^cessaires : ainsi une rela- 
tion entre E, T, V a toujours la forme E = XTY, \ 6tant un nombre ind6- 
pendant des unites de longueur et de temps ; une relation entre E y V, W 
a toujours la forme Y* = ^WE; une relation entre T, V, W a toujours la 
forme V = ^ WT, etc. C'est ce que le lecteur verra aisement. 

§ IL — Representations geometriques de la position, de la Titesse 

et de racceleration. 

Dans ce qui pr6c6de nous avons constamment d^fini , par des nombres 
66 J 5 1 positifs ou n^gatifs , 1° la position du mobile * ; 2° la vitesse moyenne * ou in- 
92, 9 1 , 67 stantan^e * ; 3" I'acceieration moyenne * ou instantan^e*. Ce mode de repre- 
sentation analytique est en effet le plus commode, lorsque dans les elements 
dont il s'agit on n'a 4 consid^rer que la grandeur et le sens , comme cela 
arrive pour le mouvement rectiligne ou la direction est constante ; mais il 
devient insuffisant quand on passe au mouvement curviligne. Dans ce cas ,^ 
il faut necessairement employer les representations geometriques qui seules 
permettent d'avoir egard a la direction. Nous aliens des a present dire 
quelques mots de ce second mode de representation dont on peut aussi 
fair? usage dans le mouvement rectiligne. 



% 
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110. Representation georndtrique cle la position, 

Soient X'OX la droite que parcourt le mobile, Torigine des distances, 
OX le sens des distances positives. Po.ur fixer la position M du mobile k 

I'instant t , on peut se donner en grandeur et en 

^' ® M ^ sens ( il est inutile ici d*avoir 6gard k la direction 

qui est toujours celle de X'OX) la droite qui va du point au point M. 
Cette droite se nomme la representation geometrique de la position M. 

did. Representation geometrique de la vitesse moyenne et de la vitesse 

instantanee, 

De mtoe, pour d^finir la vitesse moyenne* correspondante au temps T ^ 
ou bien la vitesse * k I'instant / origine du temps T, on peut prendre des 67 
droites issues du point M 6gales en grandeur aux valeurs absolues V^ et V 

de ces vitesses et prolong^es dans le sens 
T 15 — ^' y y — X OX ou dans le sens OX', suivant que les 

m^mes vitesses v^ et v sont positives ou 
negatives. Nous donnerons a ces droites bien d6termin6es en grandeur et 
en sens le nom de representations geometriques de la vitesse moyenne 
et de la vitesse instantanee. 

dd2. Representations geometriques de Vaccelei'ation moyenne et de 

V acceleration instantanee, 

Enfin , pour definir racc616ration moyenne * correspondante au temps T 91 
ou bien Tacc^leration * a I'instant t origine du temps T, on peut prendre 9^ 
des droites issues du point M egales en grandeur aux valeurs abso- 
lues W„, W de ces accelerations et pro- 
~^' Mr~'^^\v Wm X long^es dans le sens OX ou dans le sens 

OX', suivant que les m^mes accelerations 
w^ , w sont positives ou negatives. Nous donnerons a ces droites bien 
' d6termin6es en grandeur et en senj le nom de representations geome- 
triques de r acceleration moyenne et de V acceleration instantanee , 

113. Contudssant la representation geometrique de la position du mobile 
a cfiaque instant, trouver : 1° la representation geometriijue de la vi- 
tesse moyenne; 2° la representation geometrique de la vitesse instan- 
tanee, 

Soit OM la representation geometrique de la position M du mobile a 
rinstant t , OM' la representatioa geometrique de la position M' a I'ins- 
tant / 4- T (T est suppose assez court pour que le mobile en passant de M 
en M' s eloigne constamment de M ) : i'' je decompose * la ligne OM' en deux 1 1 
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dont Tune soit OM, j'ai MM'; puis, sans changer ni la direction, ni le 

sens de c^tte demi^re droite , je divise sa 
nr ^^M m' ' ^^v v,„ X grandeur par T; je dis que la droite MV,„ 

ainsi obtenue sera la representation geo- 

m^trique de la vitesse moyenne correspondante au temps T : en efifet , la 

grandeur de MV„ est egale a la valeur absolue Y„, de la vitesse moyenne 

66 dont il s'agit * ; d'un autre c6te le sens de MV,„ est celui de OX ou celui 

de OX' , suivant que le mouvement est direct ou retrograde pendant le 

111.66 temps T, c'est-a-dire suivant que <^,„ est positif ou n^gatif *; done, etc. * 
2° MV^etant la representation g6om6trique de la vitesse moyenne corres- 
pondante *^u temps T, la limite MV vers laquelle tend MV„ lorsque T 

111.67 d^crott sera la representation geom^trique de la vitesse a I'instant t**. 

Ii4. Connaissant la representation geometrique de la vitesse a chaque 
instant, trouver : i*^ la representation geometrique de P acceleration 
moyenne ; 2° la representation geometrique de l^ acceleration instan- 
tan^e. 

Soient MV la representation geometrique de la vitesse a I'instant /, M'V 

la representation geometrique de la vitesse k I'instant r 4- T (T est suppose 

assez court pour que la vitesse varie dans le m^me sens en passant de 

1 1 MV a M'V ). 1°. Je decompose * la droite M'V en deux dont Tune soit MV ; 

pour cela je transporte M'V en MU et j'ai VU; puis, sans changer ni la 

direction , ni le sens de cette der- 

~x^ — o — M M'^ ^ ' ' "^ ^"^?~T" ^^^^^ droite , je divise sa grandeur 

* par T; je dis que la droite ainsi 

obtenue ou plutdt la droite MW^ de m^me grandeur et sens qui a le 
point M pour origine , sera la representation geometrique de I'acceieration 
moyenne correspondante au temps T. En effet, la grandeur de MW„ est 
91 egale k la valeur absolue W„ de I'acceieration moyenne dont il s'agit*; 
d'un autre c6te le sens de MW^ est identique ou contrairaa celui de la 
vitesse, suivant que la valeur absolue V de la vitesse va en croissant ou 
en decroissant pendant le temps T, pap consequent le sens deMW^ est celui 
ir2,93 de OX ou celui de OX', suivant que w^ est positif ou negatif * ; done, etc.* 
2°. MW„, etant la representation geometrique de I'acceieration moyenne 
correspondante au temps T, la limite MW vers laquelle tend MW^, lors- 
que T decroli indefiniment , sera la representation geometrique de I'acce- 
112,92 leration k I'instant t 



** 



§ III. — Applications des formules du monyement rectiligne. 

* 

i J 5. Dans le mouvement rectiligne, on a quatre elements a considerer : i° la 
43,45 representation du temps,./*; 2" la representation de la position, s*\ 3° la 
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Vitesse, t'*; 4° I'acc^l^ration , w*, Enlre ces 616ments, il existe six rela- 67, 9a • 
tious *** (on se borne, bien entendii , a celles qui ne reuferment que 5 1, 71,99 
deux 6l6ments); mais ces relations ne sont pas distinctes. En effet, de 
trois d'entre elles on peut d^uire toutes les autres par des Eliminations : 
si , par exemple , on donne les trois (Equations 

r^limination de t entre la premiere et la seconde foumit la relation 
entre p et ^ ; r^limination de t entre la premiere et la troisi^me foumit 
la relation entre wet s, etc. De plus, on a** les deux formules 68, gS 

(I) . = /,, 

ou celles-ci , qui leur sont equivalentes***, 70, 97 > 9^ 

(3) ■ P = i, • • 

(4) ^=j^ 

On voit done qu'en definitive il n'y a d'arbitraire qu'une seule rela- 
tion. Toutefois comme les relations (i), (2), (3), (4), (5), contiennent 
les d^rivees des Elements , il reste encore k montrer qu'on peut toujours 
les remplacer par deux autres ou entrent les elements eux-m^mes. C'est 
ce que nous allons faire en examinant successivement les diff^rents cas 
qui peuvent se presenter. 

'Ii6. Probleme I. Connaissant Veqiuition des espaces et des temps, trou- 
ver celle des vitesscs et des temps et celle des accelerations et des 
temps, 

Soit ^ = (j;(/) Tequation donn^e. Les formules (i) et (2),*, donnent n5 
successivement 

117. Probleme IL Connaissant Inequation des vitesses et des temps, 
troui>er celle des accelerations et des temps et celle des espaces et des 
^ temps. 

Soit v=zfif[t) I'equation donnee. De la formule (2) on d^duit 

W=f^'[t)\ 
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(I'auire pari la Tormule (i) donoe 

el en prenant les ronctions primitives par rapport a ( , 

118. Pboblbhe id. Connaissant ('equation des accelerations et des temps, 
troiti-er ci-ilc des vitesses et des temps et ccUe des espaces el des temps . 

Soit «■= f (f) r^alion donn6e. De la formule (2) on dMuit 
et en iot^rant par rapport k i , 

. " = ?,(') + ^; 

puis la Tormule (1) doniie 

^, = ?,(') + c, 
et en inl^rant une seconde fois par rapport a t, 

s= f A') + <:'+<:' ■ 

U9. Probl^hb IV. Connaissant t'equation des vitesses el des espaces, 
trnaver cclle des accelerations et des espaces el celte des espaces- et des 

Soit v=f[s) I'equalion donn^e. La formule (5) montre que 
d'aulre part, la Tormule (3) donne 

et en integrant [Mr rapport a .v, 

' = T,(^) + '- 

120. PnoBLJiMB V, Connaissant tctjiiatiiin des ncceldiaiions et des espaces, 
troiavr reHe des vitesses et des es/>aces et cclle des espaces et des 

Soit IV = rf{s) I'equalion donnee. La formule (5) donne 
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et en integrant par rapport a s, 

puis on a / en fonction de s , comme dans le probl^me pr6c6dent. 

r 

121. Probl^me VI. Connaissant r equation des accelerations et des vi- 
tesses y trouver celle des vitesses et des temps et celle des espaces et 
des temp%, 

Soit »'= (pfi^). La formule (4) donne 

et en integrant par rapport a c% 

Ce qui fait connattre t en fonction de v et par suite v en fonction de t. 
Operant alors comme pour le probl^me II , on a s en fonction de /. 

122. Remarque I, 

La plupart des relations prec6dentes renfermant des constantes arbi- 
traires ne sont pas entierement d^termin^es. On fait dans chaque cas 
disparaitre I'ind^termination en donnant pour une valeur de / , soit la 
valeur de s , soit la valeur de r^, soit la valeur de s et la valeur de c 

i23. Remarque II, 

La solution des problemes pr6c6dents exige des derivations et des inte- 
grations. Les derivations pourront toujours ^tre faites par les regies don- 
nees en algebre ; mais il n'en est pas de m^me des integrations , qu'on ne 
sait au contraire effectuer que dans des cas tr^s-simples. Dans les appli- 
cations, on remplace souvent ces integrations par des calculs approxi- 
matifs dont nous aUons dire quelques mots. On sait [yoyez Note 11 ^ la 
finde I'ouvrage) que I'aire comprise entre une courbe , I'axe des abscisses, 
une ordonnee fixe et une ordonnee variable, est une integrate de I'ordonnee 
variable par rapport i Tabscisse, Cela pose , soit propose de trouver Tinte- 
grale par rapport i .r de la fonction cp (j:) , et afin de rendre le probieme de- 
termine, supposons que pour x — x^^ Tintegrale cherch6e soit egale i Y^. 
Je considere la courbe representee par requation/= cp(a7) etje cherche, 
paries procedes d'approximation connus [voyez Note III), les aires comp- 
tees a partir de I'ordonnee repondant i I'abscisse x^ et terminees succes- 

' sivement aux ordonnees repondant aux abscisses x^^x^^x.^^ Soient Y, , 

Yj , Y3 , . . . , les resultats obtenus ; en ajoutant Y^, , nous aurons 
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pour les valeurs de I'int^grale cherchee qui correspondent aux valeurs a:,, 

•■t"— • "x ) • • • vie •*• • 

On voit qu'on n'obtient pas ainsi Texpression analytique de I'int^grale, 
mais seulement la suite des valeurs que prend cette integrate pour une 
s6rie de valeurs de .r. On pent ensuite, si Ton veut, construire une courbe 
53 graphique qui repr^sente approximativement I'int^grale*. 

124. Remarque ///. 

Nous avons suppose, dans les probl^mes qui pr^cMent, le mouve- 
ment d6fini par une relation alg^brique entre deux 616ments. II pour- 
rait se faire que cette relation filt remplac^e par une courbe graphique. 
On 'serai t alors conduit k trouver la d6riv6e et I'int^grale par rapport k 
I'abscisse de I'ordonn^e d'une courbe graphique {*). Pour ce qui con- 
cerne I'int^grale, on se servirait des m^thodes d'approximation dont on a 
d^}k parM. Pour la d^riv^e , on observerait d'abord que la d6riv6e de I'or- 
donn6e d'une courbe par rapport a I'abscisse est 6gale au coefficient an- 
gulaire de la tangente. Cela pos6 et CMD 6tant la courbe graphique con<» 

sid^r^e , on mineral t k la r^gle la tangente 
MB, puis prenant MA parall^le a OX et 
6gale k I'unit^ de I'^chelle des abscisses , 
on tirerait AB parall^le k OY jusqu'a la 
rencontre de la tangente en B : la lon- 
gueur AB ou plutdt le nombre correspon- 
dant, pris sur I'^chelle des ordonnees et prec6d6 du signe + ou du signe — 
suivant que AB est au-dessus ou au-dessous de MA, repr^senterait le 
coefficient angulaire de la tangente au point M et par consequent la va- 
leur de la d^rivee de I'ordonn^e par rapport k I'abscisse pour la valeur 
OP de .r. 
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EZERCZCES PIlOPOS<:S. 

I**. Un mobile parcourt une droite OX avec une acceleration toujours 
dirigee vers le point fixe et proportionnelle k la distance variable OM ; 
on demande T^quation des vitesses et des espaces et celle des espaces -et 
des temps*. 

Application numerique. La vitesse du mobile a I'instant de son passage 
en etant de 20 metres par seconde et I'acceieration etant de 3 metres 
par seconde a I'instant ou le mobile est k i metre de distance de ce point 



{*) Cette courbe ne sera pas toujours celle qui est immediatement donnee par 
la question, mais une autre se deduisant de celle-ci et qu'on devra prealable- 
ment construire. C'est ce qui arrive notamment pour les-problemes IV, V, VI. 
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fixe, trouver k quelle distance E de le mobile s'arr^te pour r^trograder 
vers et la duree T du parcours de celte distance. 

Reponse, E = 1 1",55, T = o",907. 

2°. Les points A et C dent la distance est a 6tant fixes , le point M dont 
la distance variable au point C est designee par s se meut dans la direc- 

tion AC avec une acceleration composee de deux parties, Tune -jinverse- 

ment proportionnelle au carre de s et dirig^e vers C, Tautre^ — _ .^ in- 

versement proportionnelle au carre de o — ^ et dirig6e vers A ; on demande 
r^quation qui lie la vitesse V i la distance s et aux valours V„ et s^ de 
ces variables pour Tinstant initial*. 19.0 

Application numerique. Trouver V pour « = 6or, — = 9, 81, A' = — 7 



^ ^'"•^ -81 



I 40000000 ,^ 

"2 27r " 



Reponse. V= 10987. 

3°. Un mobile parcourt une droite OX avec une acceleration dirigee en 
sens contraire de son mouvementet proportionnelle au carre de sa vitesse. 
On demande I'equation des vitesses et des temps et celle des espaces et 
des temps*. 121 

Application numerique. La vitesse du mobile a I'instant de son passage 
en etant de 20 metres par seconde et Tacceleration etant de 3 metres, 
quand cette vitesse n*est plus que de i metre par seconde, trouver au 
bout de quel temps T la vitesse sera reduite ^ 0,01 et i quelle distance E 
le mobile sera alors du point 0. 

Reponse. T = 33',3i66, E=2'",53363. 

4**. Un mobile parcourt une droite OX avec une acceleration composee 

de deux parties , Tune constante g dirigee dans le sens OX , Tautre ~- 

dirigee en sens contraire et proportionnelle au carre de la vitesse ; on 
demande requation des vitesses et des temps et celle des espaces et des 
temps*. 121 

Application numerique. En supposant qu'on ait g'^: 9,81, X^= 4^8 et 
que la vitesse du mobile k I'instant de son passage en soit de 3 metres 
par seconde , trouver au bout de quel temps T la vitesse sera devenue 
de 1 5 metres par seconde et a quelle distance E le mobile sera alors du 
point 0. 

Reponse. T= i',6439, E=i6 (*). 

( * ) II est necessaire pour resoudre ces quatre premiers problemes de con- 
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5°. Un corps est lanc^ verlicalemeDt de bas en haul avec une vilesse 

initialei'., son acceleration dirigfiede haul en basestffH Oodemande 

de determiner, au raoyen des formules de quadrature approximatives , la 
hauteur H i laquelle le mobile s'^l^ve. Dans un premier cas on supposera 
g- = 9,8i, ", = 5o metres par seconds, / = a,5, et on se servira de la for- 

mule de M. Poncelet en y faisant S = ^*' Dans un second cas on suppo- 
sera g-= 9,81, '', = 3o, A= 4,5, et on se servira de la formulede Thomas 
i3, 121 Simpson en y faisant ^ = —°'*- 

fy/jonsc. Pour le premier cas, E = 8'",388; pour le second cas, 
E = 3°',9i9. 

6°, Un point 6tant en mouvem'ent sur une iigne droite, on a observ6 
, ce mouvement pendant 2 secondcs I Ji partir -d'un instant quelconque. 
L'observation a fait connailre les distances comprises entre la posi- 
tion qu'occupai tie mobile ^cet instant et celles qu'il a prises successive- 
ment aux instants o',25, o',5o, o',75, 1', i',a5, i',5o, i',y5, 1', a',a5 , 
2",5o; ces distances sont : o'°,3, i",!, a",?, 4'">9, 7", 6, 10" ,9, i4",9, 
i9",5, a4°,7, So", 5. II faut avec ces nombres : 1° construire la courbe 
des espaces et des tempa ( I'^helle des abscisses ^tant de 6 centimetres 
53 pour I seconrfe et celle des ordonnte de 5 milUmfetres pour i mStre)* ; 
2" determiner ^ I'aide de cette courbe la valeur de la vilesae (en metres 
par secondej correspondante aux diverges valours de t pour lesquelles 
14, 116 l'observation a fait connattre la position du mobile"; 3° construire la Iigne 
des vitesses et des temps (I'echelle des abscisses 6tant de 6 centimetres 
pour I seconde et celle des ordonnees de 5 millimetres poufune vitesse 
73 de I metre par seconde ) * ; 4° determiner enfin ^ I'aide de cette derniere 
a4, 117 courbe les valeurs «■, el w, de {'acceleration pour ( = 1', et 1= a'**. 
Reponse. tv, doit peu diCterer de 9,767 et «•, de 9,643. 
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LIVRE SECOND. 

MODVEMENT CURVILIGNE. 



CHAPITRE PREMIER. 

REPR^SEIfTATIONS DIVERSES DU MOUVEMENT CURVILIGWE. 

DIRECTION MOYEHITE ET DIRECTION INSTANTANJ&E DU 

MOnVEMEMT. 



12S. Representalion au moyen de la trajectoire et cle 

r equation du mou\^ement, 

Un mouvement curviligne est determine, lorsqu on donne 
la trajectoire* et Tequation du mouvement , c'est-a-dire la re- 5o 
lation analytique . 

(i) ^=7(0. 

qui permel d' avoir a chaque instant «*, I'j* du mobile sur la 45,43 
trajectoire. 

Cette premiere determination est analogue a celle que nous 
avons employee pour le mouvement rectiligne. 

126. Representation au moyen de trois equations faisanX 
connattre les coordonnees du mobile enfonction du temps. 

On pent encore, et cela est plus commode dans la plupart 
des cas , / donner en fonclion du temps la position du mobile 
par trois coordonnees rectilignes, polaires ou autres. Si l*on 
fait usage, par exemple , des coordonn^es rectilignes x, j", z^ 
on a pour determiner le mouvement trois equations de la 
I. 5 
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forme 

127. Representation geometrique au mojen de rayons 

vecteurs issus d'nn point fixe. 

On peut eiifin donner a chaque instant en grandeur, direc- 
tion et sens, la droite variable qui va d'un point fixe O a la 
position M occupee par le mobile. 

Ce mode dc representation est la generalisation de celui qui 
a ete indique au n° HO. 

128. Les equations peuv^ent , dans les representations 
precedentes, ^tre remplacees par des coiirbes, 

II est a remarquer que I'equalion (i), quand on adopte la 
1-25 premiere representation*, et les equations (2 ) quand on adopte 
1^6 la seconde*, sont quelquefois remplacees par des courbes geo- 

metriques on grapbiques, conformement a ce qui a ete dit aux 

n°«52et53. 

129. Definition de la direction et dn sens dans le mowenient 

curv^iligne, 

Dans le mouvement curviligne , la direction change conli- 
nuellement, il importe done de bien fixer ce qu'on doit en- 
tendre par direction et sens du mouvement a un instant de- 
termine. Or, soient AMB la trajectoire^ Met M' les positions du 

mobile aux instants / et i-|-T. Sup- 

posons T assez court pour que le 

mobile s'ecarte continuellement de 

^ " M en passant de M en M', nous. 

appellerons d'abord dii*ection mojenne et sens mojen du 

mouvement pendant le temps T, la direction et le sens d'un 

mouvement recti ligne dans lequel le mobile partant de M 

arrive en M' en s'eloignani constammeni de M, on, ce qui 




L 
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revient au meme, la direclion et le sens de la corde MM' pro- 
longee de M vers M'. La grandeur de la corde MM' a recu 
aussi le nom de deplacement moyen, Supposons main tenant 
que Torigine t du temps T restant fixe, celui-ci decroisse inde- 
finiment, la direction moyenne et le sens moyen deviendront 
a la limite la direction el le sens du mouy^ement a V instant t. 
II est manifeste, d'apres cela, que pour avoir la direction et 
le sens du mouvement a Tinstant t , il faut mener par le point 
M une tangente MT a la trajectoire, du c6te du plan normal 
ou se trouvenl les premiers points compris entre M et M'. 



5 
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' I " ■ ' ■ ■ ' ' ' T 

CHAPITRE II. 

VITESSE DAWS LE MOUVEMEKT CURVILIGlfE. 



130. Vitesse mojenne cones pond ant a tin certain intervalle 

fie temps. 

Soiciil M et M' les positions du mobile aux instants t el 
/ -f- T. Supposons T asscz court pour que le mobile s'ecartc 

constamment de M en passant de M en M'. 
mN,^ Si nous concevons le mouvement recti - 
54 ligne et uuiforme * dans Icquel le mobile 

met le temps T pour aller de M en M', la representation 
1 1 1 geonnkrique * de fa vitesse de ce inoiix^emenl sera en gran- 
deur, direction et sens^ la vitesse nioyenne du nioui^enient 
cwviligne correspondant au temps T. II r^sulte de cette defi- 
nition que la vitesse moyenne a : 1° pour direction et pour sens 
i2»9 la direction moyenne et le sens mojen du mouvenient*\ 2.^ pour 
1^9 grandeur le rapport du deplacement moyen MM'* au tempsT, 

131o Tilesse a un certain instant. 

Laissant fixe Torigine t du temps T, faisons decroitre ce 
temps indefiniment; la vilesse moyenne, definie an numero 
precedent, tendra vers une limite qui donnera en grandeur^ 

^ direction et sens, la vitesse a V instant t. II resulte de cette defi- 
nition que la vitesse a Tinstant t ou au point M a: 1° nieme 

129 direction et sens que le mouvement en ce point* \ a^ pour 

MM' 

grandeur la limite vers laquelle tend le rapport — — lorsque 

T decroit indejiniment , 

132. La vitesse mojenne et la vitesse instant anee doii^ent 
^tre considerees comme des droites arant une grandeur, 
une direction et un sens determines, 

' La vilesse movcnnc et la vitesse instantanee doivent, dans le 
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mouveraent curviligne, elre considerees comme des droiles (*), 
car lesdroites peuvent seules foumir les irois elements, gran- 
deur, direction et sens, dont il est necessaire de tenir comple ; 
ces droites s'obtiennent d'ailleurs d'apres les definitions des 
n*'* 130 el 131, de la maniere suivante : M etanl la position 

correspondant a Finstant f, et M' la po- 
sition a I'instant f -h T, on joint MM', on 

MM' 
prend MV,„ = — — , et la droite MV^ pro- 

longee de M vers V„ est la vitesse moyenne 
pour le temps T. Puis , la limite vers laquelle tend MV,„ lors- 
que T decroit indefiniment, c'est-a-dire la droite M\ obtenue 
en prenant sur la tangcnte en M , du cote ou le mouvement 

commence a avoir lieu, une longueur egale a la limite de -— — ? 

est la vitesse a I'instant t. 

i «S3. Autre maniere d'obtenir la vitesse mojeune et. la vitesse 

instantanee , 

Soienl toujours M et M' les positions du mobile aux instants 

t et /-l-T, Tirons de I'origine O des 
coordonnees (c'est-a-dired'un point quel- 
conque) les rayons vectenrs OM et OM'. 
Decomposons la droite OM' en deux dont 
Tune soit OM, ce qui donne MM' *. Div i- 1 1 
sons cette derniere droite par T en consef vant sa direction et 
son sens, la droite MV,„ ainsi obtenue est la vitesse moyenne 
correspondant au temps T *; puis, la limite MV vers laquelle i3'2 
tend MV,„ lorsque T decroit indefiniment, est la vitesse a 
Tinstant^*. i3:i 

134. On pcut composer et decomposer des vitesses, projefer 
des "vit esses sur des axes et sur des plans, 

. Les vitesses movennes ou instantanees etant des droiles de 

(*) II faut seulement remarquer que les nombres qui servent de mcsnre aux 
longueurs de ces droUes, ne dependent pas seulement de I'unite de longueur, 
mais encore de Tunite de temps. 
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i32 grandeur, de direction el de sens determines*, on peut co/ri- 
poser et decomposer des vitesses , projeter des vitesses sur des 
axes ou sur des plans, conformement aux regies indiqu^es 
dans I'Introduction. Dans la suite, nous ailrdns souvent a 
faire des operations de ce genre; il ne faudra pas perdre 
de vue que nous n y attachons aucune. signification concrete 
(comme on le fait ordinairement) et que, pour nous, composer 
ou decomposer des vitesses ^ c'est uniquement composer ou de- 
composer des droites, 

\ 35. La grandeur de la vitesse h un certain instant est egale 
a la limite du rapport de Vespace parcouru au temps em- 
ploye a le parcoun'r. 

, On a vu que la grandeur de la vitessc a Finstant t ou au 

point M , est ^gale a 




^ , - ,. cord. MM' » 
i3i / Mm -r 9 



T designant le temps que met le mobile pour aller de M en 

M'lor 

cord. MM' cord. MM' arc MM' 

tTT" "~ "arcMWP T ' 

ct, par consequent, 

,. cord. MM' ,. ' cord. MM' ,. arc MM' 

linfi = hm lim ; 

T arc MM' T ' 

mais 

.. cord. MM' , _ ,^^. 

""^ ZTTTT = ' [vorez Note IV ) i 

arc MM' ^ "^ ' 

done la vitesse a pour grandeur 

,. arc MM' 

JllXJ _ . C, Q^ y^ JJ^ 



125 136. sz=:(f[i) etant I* equation d'unmoui^ement curviligne*, 
la vitesse a pour grandeur la valeur ahsolue de la deri- 
vee Sj de s par rapport At. 

En eflet, le deplacement du mobile pendant le temps T 
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coaipris eiUre les deux iustants t ei « -h T est la valeur absp- 
lue de 

-y(r + T)-(p(Or; 44 

done la limite du rapport du depl a cement au temps, c'esl-a- 
dire la grandeur de la vitesse*, est la valeur absolue de i35 

Iim ^-^ -^ 1-^' = (j,'(/)— 3'^ . c. Q. r. D, 

137. Be marque sur le signe de la derivee s^ . 

Dans Tegalite ¥==±5^ que Ion vient d'elablir*, le si^ue i36 
du second membre est celui de s\ , puisque V est posilif. Or, 
quand s\ est positif, s croit avecif, par consequent le mou- 
vemenl s'effectue dans le sens des s positifs; quand ^'^ est ne- 
galif, s decroit lorsque t croU, par consequent le mouvement 
s'effectue dans le sens des s negatifs : on a done 

dans le cas du mouvement direct*, et % 

dans le cas du mouvement retrograde. 

\ 38. Remarque sur V expression de la projection orihogonale 

de la uitesse sur un axe, 

Concevons que Ton projette orlhogonalement la vitesse V 
sur un axe X'OX. a etant Tangle que la vitesse prolongee dans 
son sens forme avec Paxe prolong^ aussl dans son sens, V cos a 
sera le nombre* positif ou negatif qui represente la projection 
en grandeur et en sens *. On pent exprimer ce nombre autre- 3i 
ment : appelons j3 Tangle que la tangente menee a la trajec- 
toire du cdte des s positifs fait avec Taxe prolonge dans son 
sens. Si le mouvement est direct, on a y z=s\* el de plus 13^ 
cosa = cosj3, par consequent Vcosa = 5^ cos|3. Si le mou- 
vement est retrograde, on a V = — s[ *, cos a = — cos (3, par i3y 
consequent V cos a = s'l cosjS . Done s\ cos/3 est toujours le nom- 
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bre positif ou negalif qui vepresente an grandeur et en sens 
la projection ortliogonale de la vitess^, 

139. Mouv^ement curuiligne et uniforme, 

Lorsqu'un mobile parcourl une ligne quelconque, toujours 
dans le meme sens , el avec une vitrsse de grandeur constante, 
on dit que son mouvement est uniforme. 
137 Appelons V la vitesse, on a* 

le signe etant -h quand le mouvement est direct et — quaud 
le mouvement est retrograde. En integrant, on trouve, puisque 
V est constant , 

ou, en appelant 5© la valeur de s correspondant k Tinslant ini- 
tial, 

Telle est I'equation du mouvement consid^re. On pourrait la 
simplifier en donnant un signe a la vitesse. 

Soient t un instant quelconque et f -I- T un second instant 
separe du premier par Tintervalle de temps T. Soient s^ et s^ 
les valeurs de s correspondantes a ces deux instants , on a 

Or Fespace E parcouru dans le temps T est s^ — s^ quand le 
mouvement est direct, et s^ — s^ quand le mouvement est re- 
44 trograde* ^ on a done toujours 

E=:VT, d'o£i V = 5, T = ~, 

resultats faciles a traduire en langage ordinaire et identiques a 
ceux qu on a oblenus, en se placant a un autre point de vue, 
pour le mouvement recliligne el uniforme. 
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CHAPITRE III. 

ACC^Ll^RATIOlf DANS LE MOUVEHENT CURVILIGNE. 




140. Acceleration rnoyenne correspondant a un certain 

intefvalle de temps, 

Soienl MV la vitesse * a rinstant f , M' V la vitesse a Tinstant i3i 
T, je decompose* la vitesse M'V en deax dont Tune soil i34 

MV •, pour cela je porte M' V en MU 
et je tire VU*, puis, sans changer ii 
ni la direction ni le sens , je divise 
la grandeur de VU parT, la droile 
VR que j'obtiens ainsi, ou plulol 
la droite MW,„ egale et parallele 
menee par le point M , sera en grandeur^ direction et sens, 
Vacceleration rnoyenne correspondant a Finterualle de 
temps T (*). 

141. Acceleration a un certain instant. 

Laissant fixe Torigi^e t du temps T, faisons decroitre ce 
temps ind^finiment, Tacceleration rnoyenne definie au numero 
precedent lendra vers une limite MW, qui sera en grandeur, 
direction et sens, Vacceleration totale ou simplement Vacce- 
leration , a V instant t. 

142. Vacceleration a V instant t ou au point M est dans le 
plan osculateur de la trajectoire , et du meme cote de la 
tangente- que le centre de courbure, 

L' acceleration moyenne est dans le plan VMU (voir la 

C^) On remarquera sans peine que cette definition est la generalisation de 
celle qui a ete donnee pour le mouTcnicnt reclilignej il siiffil de se rappelcr ce 
qn'on a dit au n" 114. 
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figure du n^ 140) luene par la langente MV parallelement a 
la langente voisine M'V, done raeceleration a Tinslant t ou 
au point M est dans le plan limite vers lequel tend VMU, 
a mesure que M' se rapproche indefiniment de M, c'est-a- 
dire dans le plan osculateur de la trajcctoire au poinl M 
141 (note V)*. On voit de plus que cette acceleration est par rapport 
a la langente MV du meme c6le que le centre de courbure. 

143. On peut composer et decomposer des accelerations ^ 
projeter des accelerations sur des' axes et sur des plans, 

Puisque les accelerations moyennes ou instantanees soiit 
141, 140 des droites de grandeur, de direclion et de sens determines**, 
on peut les composer et les decomposer, les projeter sur des 
axes ou sur des plans ^ conformemenl aux regies indiquees 
dans rintroduction. Dans la suite, nous aurons souvent a faire 
des operations de ce genre; il ne faudra pas perdre de vuc que 
nous n'y atlachons aucune signification concrete, et que, pour 
nous, composer ou decomposer des accelerations^ c^estwii- 
quemcnt composer oti decomposer des droites. 

144. Acceleration tangentielle et acceleration normale ou 

centripete, 

* • 

On donne le nom d' acceleration tangentielle et d^accelera^ 

tion normale ou centripete aux accelerations que Ton obtient 

143 en deconiposant* I'acceleration /ofa/^ en deux, Tunedirigee 

suivant la langente, I'autre si- 
tuee dans le plan normal a la 
irajecioire. Proposons-nous d'e- 
valuer ces deux accelerations. 
Pour cela on determinera d'a- 
bord les composantes de 1' acce- 
leration moyenne VR en con- 
14 struisant le rectangle VPKQ *, puis on prendra les limites des 
141 acc'^lerations obtenues VP et \Q = PR*. Soil \p\]q le rec- 
tangle semblable a \ PRQ et ayant YU pour diagonale; puisque 
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VR = -TjT ? on a i4« 

T T 

La question sereduitdonc a trouver les limites vers lesquelles 
lendent les rapports 

lorsque T decroit indefiniment. Appelons V la grandeur de la 
Vitesse au point M, V, la grandeur de la vitesse au point M' 
et £ Tangle VMU; le triangle rectangle pMU donne 



d' ' 



U/? = MU sin VMU = V, sin £ , 

ou 

Up V, sin £ 

"t" "~~T~ 



que Ton peut eerire ainsi : 

Vp sin « -i ari:MM' 

"t""~ ' r~'arcMM' t 

Or, lorsque T decroii indefiniment, la limite dc V, est V, celle 

de est I , celle de ,,,„ est la courbure -de la traiecloire 

6 - arc MM p "^ 

arc M M' 
an point M (voyez Note V), enfin celle — — — est V * ^ done i35 

Tacceleratiou normaleou centripele W„ a pour valeur 

P 
En second lieu on a 

V/? = M/? — MV = MU cos VMU — MV = V, cos s — V, 

d'ou 

\p __ V, cos g — V 
T "" T 

que Ton peut ecrire ainsi : 



2 sin'- 



V/; _ V, — V ^ 2 



I rr 7 



T T T 



i 

1 



• 
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y V 

mais la limite de — ^z — est la derivee de V relative a t^ telle 

!?.Vi sin' - ^^ . 

o Y Sin £ s £ 

de = — ^= — tang - est nulle, car tang - devient nulle, 

tandis que — - — tend vers la limite finie — ^ done Taccelera- 
tion tangentielle W, a pour valeur \'^ . 

145. Sens de r acceleration centripete et de V acceleration 

tangentielle. 

Nous venons de determiner la grandeur des accelerations 
tangentielle et centripete ; il nous reste a fixer d'une maniere 
precise le sens de ces accelerations. Pour I'acceleration cen- 
tripete il n'y a aucune difficulte; il est clair qu'elle esl situee 
dans le plan osculateur de la trajectoire et dirigee de la courbe 

142 vers le centre de courbure*. Quant a I'acceleration tangen- 
tielle, remarquons d'abord qu'on Ta trouvee egale a VJ parce 

144 qu'on a suppose * les points p et P au dela de V par rapport 
au point M; or, dans cecas, I'acceleration tangentielle lim VP 
est dirigee dans le sens de la vitesse V ou dans le sens du mou- 

i3i vemenl *. Si les points /? et P tonibaient entre'M ei V, auquel 
cas I'acceleration tangentielle limVP serai t dirigee en sens in- 
verse de la vitesse ou en sens inverse du mouvement, le rai- 
sonnement du n** 144 prouverait que W,= — V'^ . On peut 
done enoncer le resultat suivant : La grandeur tou jours posi- 
tive W, de r acceleration tangentielle est la valeur absolue 
de la deri\^ee VJ de ta grandeur de la vitesse par rapport an 
temps ^ et le sens de cette acceleration est identique ou con- 
traire a celui du mouvement suivant que W., est egale a V'/ 
ou a — V'i , c'est-a-dire suivant que ^\ est positive ou nega- 
tive. 



146. Seconde expression de r acceleration tangentielle. 

145, 1 36 On sail que V = ± s[ * et W, = d= \ ; *, d'oii W, = ± 5^ , 
le nouveau signe it elant Ic produit des deux autres. Done la 



or 
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randeur loujours positive W, de I'acceleration taugenliellc 
est rgale a la valeur absolue de s^. Voyons comment le sens 
de Facceleralion langentielle est He au signede^i'. Supposous 
d'abord W,= s" ou sl'^o. On aura alors, soi t V = s'l , W,= Y[ ; 
soil V = — 5^ , W, = — \'t . Dans le premier cas , le sens de la 
viiesse est celui des s positifs* et le sens de racceleration est iSy 
celui de la Vitesse*, done le sens de racceleration est celui des s 1 45 
positifs; dans le second cas , le sens de la Vitesse est celui des s 
negatifs et le sens de I'acceleration est oppose a celui de la vi- 
tesse, done le sens de I'acceleralion est celui des s positifs. 
Ainsi quand W,= 4? le sens de Tacceleration tangentielle est 
toujours celui des s positifs. Supposons W, = — si ou s" <^ o. 
Onaurasoit V=5;, W, = — i;^ soit V= — /,, W,= \;. 
Dans le premier cas^ le sens de la viiesse est celui des s positifs 
et le sens de Tacceleralion est oppose a celui de la vitesse, done 
le sens de I'acceleration est celui des s negatifs ] dans le second 
cas, le sens de la vitesse est celui des s negatifs et le sens de 
I'acceleration est celui de la vitesse, done le sens de Taccelera- 
tion est celui des s negatifs. Ainsi, quand W, = — a^, le sens 
de racceleration tangentielle est toujours celui des 5 negatifs. 
On peut done enoncer le resultat suivant : La grandeur tou- 
jours positiv^e Wj fie Vacceleration tangentielle est la valeur 
absolue de la deri^ee seconde s^ de s par rapport a l^ et le 
sens de cette acceleration est celui des' s positifs ou. celui des s 
negatifs^ suwant que W, est egale as" ou a — s", c'est-a- 
dire sui\^ant que sj est positive ou negatiy^e, 

147. Troisienie expression de F acceleration tangentielle. 
On a 

et p'ar suite , d'apres le theoreme des fonctions de fonctions, 



.; = (,;);,,; = [!(,;)•■ 



= ljvb 



done * la grandeur de I'acceleration tangentielle est la valeur 1 4G 
absolue de la deriv^ee du demi-carre de la viiesse par rapport 



^ 
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a s, et le sens de cette acceleration est celui des s positifs ou 

celui des s negatifs, suiVant que ( ~ V' j est positive ou nega- 
tii^c. 



148, Remarque sur V expression de la projection orthogonale 

de V acceleration tangentielle, 

Concevons que Ton projetle orthogonalement sur uii axe 
X'OX racceleration tangentielle W,^ a etant Tangle que 
cette acceleration prolongee dans son sens forme avec I'axe 
proloDge aussi dans son sens, W, cos a sera le nombre posi- 
tif ou negatif qui r.epresente la projection en grandeur et en 
3i sens*. On pent expriraer ce nombre autrement. Appelons (3 
Tangle que la tangente menee a la trajecloire du c6le des v 
positifs forme avec Faxe dirige dans son sens ; si I'acceleration 
est dirigee dans le sens des s positifs, on a 

•47,146 W,= .<*=Qv^y*, 

et de plus 

. cos a = cos p , 

par consequent 

W, cos a == s'l cos p = ( - VM cos f ; 



s 



si Tarreleration est dirigee dans le sens des s negatifs, on a 



w.=-<=-(M\ 



el de plus 

cos a. = — cos p , 

par consequent 

W, cos a = 



a = .vJ'cosp=: (-VM cos p. 



Done le nombre positif ou negatif qui represente en gran- 
deur et en sens la projection orthogonale de V acceleration 
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t angentielle sur Vaxe X'OX est egal a 



;f;'00Sp== ( -VM COS p. 



14-9. Proprieles des accelerations centripete et tangentielle. 

Reprenons les valeurs —? ±V'^ des accelerations centripete 

et tangentielle. On voitque la premiere de ces accelerations ne 
pent jamais devenir nulle quand le mouvement est curviligne. 

En effel de — = o , on tire V = o ou p = oo 5 or, la premiere 

condition, qui revient a :' = o* ou ^ = constante, espriroe i36 
qu'il n'y a pas de mouvement et la seconde prouve que la tra- 
jectoire est une droite*. L'acceleration tangentielle au con- >6» 
traire peut etre egale a zero ; pour cela, il faut et il suffit que la 
vitesse soit constante , c'est-a-di re que le mouvement soil uni- 
forrae*. Dans ce cas Tacceleration totale se reduit a Taccele- j3:) 
ration centripete, et comme V est constant clle est inverse- 
ment proportionnelle au rayon de courbure de la irajectoire, 
de sorte qu'ellc est constante dans un cercle, dans une helice 
tracee sur un cylindre dc revolution*, etc. 18O 
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GHAPITRE IV. 

MOIJVEMEJJTS PROJET^S SUR UN AXE OU SUR VN PLAN. 




§ I. — Proprietes generales. 

150. Definition de la projection d\in mou\^ement sur un axe, 

Considerons un point en mouvement sur une courbe plane 
OU gauche. Prenons ce point dans ses differentes positions M, 

N, Pj. . ., et projetons-le en m, 
« , ^, . . . , sur un axe X'OX, paral- 
lelement au plan YOZ ; puis imagi- 
nons un second mobile parcourant 
la droite X'OX de maniere a oc- 
cuper les positions /// , 7/ , /^ , . . . , 
lorsque le premier mobile se trouve dans les positions corres- 
pondantes M, N, P, . . . . Le jnou^emenl de ce second point 
sera ce quon nomme la projection sur X'OX du premier mou- 
uement ou bien le premier mouvement projete sur X'OX. 

151. Relation entre la vitesse du mouy^ement dans Vespace 

et celle du moui^ement projete. 

67 La vitesse consideree en grandeur et en signe * du mouve- 
ment projete est le nombre posit if ou negatif qui represente 
28 en grandeur et en sens * la projection de la vitesse du mou- 
vement dans Vespace. 

Soient M et M' les positions occupees, aux instants t et 

y^ f H- T, par le point mobile dans 

J^^iC^\ Tespace \ m et m' les positions oc- 

cupies aux raemes instants par le 
point mobile sur Taxe X'OX, de fa- 
con que m soit la projection de M 
et m' la projection de M'. Supposons T assez court pour que le 
premier mobile en passant de M a M' s eloigne constamment 
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de M et pour que le second mobile en passant dem km' s'eloigne 

constamment de m. Joignons MM' et prenons MV„.= , 

puis projetons V„ en t'„; les droiles MM', M' V„,, mm', m'i^^, 
pouvant etre considerees comme les segments determines par 
trois plans paralleles sur deux droites MV,„, X'X, on a 

MSr = ^^' P"'' MW^'Ti^' et,parsu,le, m.^= — ', 

done mu^ (prolongee de m vers p'^) est la droite qui repre- 
sente en grandeur et en sens la vitesse moyenne correspon- 
dant au temps T dans le mouvement projete*, de m^me que ii3 
MV„ est la vitesse moyenne du mouvement dans Fespace*. iSa 
De la on deduit ce premier resnltat : La vitesse moyenne [con^ 
sideree en grandeur et en signe) *, pour le temps T, dans le C6 
mouvement projetey est le nombre posilif ou negatif qui 
represente en grandeur et en sens la projection de la vitesse 
moyenne correspondant au temps T du mout^ethent dans 
Vespace, Si ma in tenant on fait decroitre T indefiniment, en 
laissant t fixe, on verra, a la limite, que la vitesse (consideree 
en grandeur et en signe) a I'instant /, dans le mouvement pro- 
jete, est le nombre positif ou negatif qui represente en gran- 
deur et en sens la projection de la vitesse contemporaine du 
mouvement dans Tespace **. c. q. f. d. ^-^iZi 

)5!i. Relation entre V acceleration du mouvement dans Fes- 
pace et celle du mouvement projete. 

U acceleration (consideree en grandeur et en signe) * du 92 
mouvement projete est le nombre positif ou negatif qui repre- 
sente en grandeur et en sens* la projection de F acceleration 1% 
du mouvement dans Fespace. 

Soient MV la vitesse a Tinslant t ou an point M dans le 

^.^^^^ moavement que Ion projette , et 

ik^^^=*'^=^ ^*^ MU une droite ^ale et parallele 

/ ; a la vitesse a Tinstant £+T on au 

^*i^^>^»^ ' point M' dans le m^me moove- 

I. 6 
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ment. Soieut m*^ la droiie qui represente en grandeur et en 
1 1 1 sens * la vitesse a Finstant t ou au point m dans le mouvement 
projele, et mu une droite de m^me grandeur et sens que 
celle qui represente la vitesse a Tinstant f -4-T ou au point m' 
dans le m^me mouvement. mw et mu seront respectivement les 
i5i projections surX'OX de MV et de MU*. Joignons VU, et pre- 

VU 
nons VR = —r ? puis projetons R en r. Les droites VU, UR, 

uii^ itr pouvant ^ire considerees comme les segments deter- 
mines par trois plans paralleles sur deux droites VR , X' X , 
on aura 

UR ur . VR pr m 



' puis -— = —5 ety par suite, pr = 



\U VU ' \\J VU '^ ' T 

Done PT ( prolongee de ^ vers r) est la droite qui represente 
en grandeur et en sens racceleration moyenne correspon- 
ii4 dant au temps T dans le mouvement projete*, de menie 
que VR est Tacceleration moyenne du mouvement dans I'es- 
i4o pace*. De la on deduit ce premier resultat : L^ acceleration 
91 moyenne [consideree en grandeur et en signe) * pour le 
temps T, dans le moiwement projete^ est le nombre positif 
ou negatif qui represente en grandeur et en sens la projection 
de la vitesse moyenne correspondant au meme temps du 
moui^ement dans Vespace, Si maintenant on fait decroitreT 
indefiniment, en laissant t fixe, on verra a la limiteque rac- 
celeration (consideree en grandeur et en signe) a Tinstant t 
dans le mouvement projete, est le nombre positif ou negatif qui 
represente en grandeur et en sens la projection de Taccelera- 
i4i,9!2 tion rontemporaine du mouvement dans Vespace**. 

c. Q. F. n. 

Ifi3. Projection d'un mouv^ement sur un plan, 

Au lieu de projeter le point mobile dans Tespace sur un 
axe, on pent le projeter sur un plan , en menant par chacune 
des positions successives de ce point une droite parallele a une 
direction dounee. Le moui^ement projete est alors generale- 
ment curviligne comme celui que I'on projette, seulement la 
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trajectoire est plane. Nous n'insisterons pas sur ce nouveau 
genre de projeciions qui, du reste, est moins utile que celui 
que nous avons considere d'abord, ei nous nous bornerons a 
enoncer les proprietes qui lient les elements du mouvement 
projete a ceux du mouvement dans I'espace. 

^54. La trajectoire du mouuement projete est la projection 
de la trajectoire du moui^ement dans Vespace, 

155. La vitesse moyenne ou instantanee du mo us^ement pro- 
jete est la projection de la vitesse moyenne ou instanta^ 
nee du mouv^ement dans Vespace, 

456. L" acceleration moyenne ou instantanee du moui^enient 
projete est la projection de Vacceleration moyenne ou 
instantanee du mouv^emenl dans Vespace. 

§ II. — Applications diverses de la theorie des mouvements 
projetes sur un axe ou sur un plan. 

457. Connaissant les equations qui donnent en fonction du 
temps les trois coordonnees rectangulaires d^un mobile , 
trouver la vitesse et Vacceleration, 

Rapportons le mouvement a irois axes rectangles et soient 

les equations qui font connaitre les coordonnees du mobile a 
chaque instant. D'abord il est evident que ces equations consi- 
derees isolement sont celles des mouvements, projections or- 
thogonales sur Taxe OX, sur I'axe OY, sur I'axe OZ du mou- 
vement considere, les s devenant successivement les x^ les j^ 
el les z * Done les vitesses considerees en grandeur et en signe i5o 
de ces mouvements projetes, sont 

et les accelerations (considerees aussi en grandeur el en 
signe), sont 

6. 
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iSa, i5i par consequent on a ** 

(2) Po,V=/(0, Po.V=f(0, Po,V=/(0, 

(3} Po,W = t"W, Po^W=f'(0, Po,W=:x"(0, 

en representant par Pox V, Poj' V, Po* V les nombres posiiifs ou 
negatifs qui representent en grandeur et en sens les projec- 
tions de la vitesse V sur les axes OX, OY, OZ, et par Po^W,' 
Pq^W, Po,W les nombres positifs ou negatifs qui represen- 
tent en grandeur et en sens les projections de I'acceleration W. 
Les equations (2) determinent la vitesse , et les equations (3) 
I'acceleration. En effet, en appelant a, 6, y les angles infe- 
rieurs a tt que la vitesse prolongee dans son sens forme avec 
les parties positives des axes coordonnes, et X, fjt, v les angles 
inferieurs a tt que I'acceleration prolongee dans son sens forme 
3 1 avec les parlies positives des memes axes, on a* 

Pp,y = V COSa, Poy V =L V cos p, Po,V = V COS7, 

Po;,W=WcosX, .Po,.W = WcoSfx, Po,W = Wcosv; 
done 

VcOSazrr (p' (^), V COS ^ = ^^' (f), V COS 7 = x' {0» 

Wcos'k = ^"(t), Wcosp = >P"(0, Wcosv=r /''(O- 
De la on deduit , par un calcul facile , 

?'(0 



COS a = ^ , 

COS fi = 

+ v'?'M') + f' (0 + x"(0 

cos y = ^ ' ^ , 

w = + v^^'(0 + f"(0 + z"'('), 

+ v/f" (0 + f " (0 + x'" (0 
f (0 

COS ft r— 



COS1* 



+ VT"'(0 + f'MO + x""(0 
x"(t) 
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138. Verification des resiiltats precedents dans le cas du 

mou^^ement circulaire et uniformed, iSg 

Considerons un point qui parcourt la circonference O de 
rayon r, avec une vitesse coustante «, dans le sens indi- 

que par la fleche F. Rapportons le 
mouvement a deux axes rectangu- 
laires OX et OY (les parties posi- 
_ tives de ces axes sont clioisies de 
telle sorte qu en faisant tourner OX 
d'un angle droit dans le sens du 
mouvement , on obtienne OY) et 
comptons les t a partir de Tinstant d'un passage quelconque 
par le point de rencontre A de OX avec la circonference O. 
Soit t Tinstant d'un passage quelconque par M. Si ? est posilif , 

il sera egal a un certain nombre en tier de fois le temps — ^ *, iSg 

que met le mobile pour parcourir la circonference, plus le 
temps fj , que met le mobile pour aller directement de A en M. 
Si t est negatif, sa valeur absolue — t sera egale a un certain 

nombre de fois plus le temps fi, que met le mobile 

pour aller directement de M en A ^ de la , il est facile de con- 
clure que Ton a dans lous les cas 

T.k'nr 

t =r 1- t, , 

a 

k etant un en tier positif ou negatif. D'ailleurs en appelant co 
Tangle posilif (c'est-a-dire compte de OX vers OY) inferieur 
a 2 71 qui repond k Tare AM, on a 

/•ft) 
a 

ainsi 

' ^= 1 

a a 
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Soient mainteiidnt x ety les coordonnees du point M ; on a , 
quelle que soil la position de ce point , 

X = rcosw, ^=:rsin&). 

Et en poriant daus ces egaliles la valeur de w deduite de (i), 
on trouve les relations 

at . at 

•r = rcos — 5 r = rsm — » 

r r 

• 
qui font connaitre les coordonnees du mobile a chaque in- 
stant. 

Ceci pose , les formules du numero precedent , qui se 
reduisent ici a quatre, puisqu'il n'y a que deux axes coor- 
donnes, deviennenl 

. at al 

Vcosa = — asm— 9 Vcosp = «cos — ; 

r r 

WcosX = cos— » Wcosfx=: sm — 

r r r r 

Pour en deduire la vitesse et l' acceleration en grandeur, di- 
rection et sens, mettons d'abord ces Equations sous une autre 
forme. Appelons a, non plus Tangle inferieur a tt que la vitesse 
prolongee dans son sens forme avec la partie positive de I'axe 
des X , mais Tangle positif (c'est-a-dire compte de OX vers OY), 
compris entre o et 2 7r, que la vitesse prolongee dans son sens 
forme avec la partie positive de Taxe des x\ cosa ne changera 
pas, de plus cosjS sera egal a sina [yoyez la Geometrio ana- 
lytiquc), Soit de m^me A Tangle positif, compris entre o et 
211, que Tacceleration prolongee dans son sens forme avec 
la partie positive de Taxe des x , de facon que cosfx = sinX; on 
pourra ecrire 

Ycosar=: — asm — > Ysina " <7Cos — : 

r ' r ^ 

... . a- at a"" . at 

AV cos A = cos — ? W sin A = sin — ? 

r r r r 
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on bien, en retablissant a la place de t sa valeur en co, 

V cos a r= — <f sin w = « cos ( h w ) » 

Vsina = «cosw = asm I — H w ) ^ 



el 



a^ a} 



W cos \ z=i COS CO =: — COS ( tt + w ) , 

r r 



a' . «' 



W sin X = sin w = — sin (tt -f- w ) : 

r r ' 

de la on deduit d'abord 

a} 



r 



puis en remarquant que a, X, co sent moindres que 2 71, 

TT . Sir TT . ^ StT 

a = h w • SI w est <C ? a = h w — 2 tt, Sl w est > 

2 2 2 '^ 2 

et 

X =: TT -f- w , si 6) est <^ w > X = ft) — TT, si w est. ^ tt . 

Ainsi la vitesse egale a a est dirigee perpendiculairement 
a OM dans le sens du mouvement, tandis que racceleration 

egale a — est dirigee de M vers O. 



159 Determiner les cosinus des angles que la tangentc a une courbe fait 
avec les parties positives des axes coordonnes. 

Soit une courbe rapportee a des axes coordonnes rectangulaires et de- 
finie par les trois Equations 

qui font connaitre les coordonnees d*un point quelconque de la courbe en 
*fonction de Tare positif ou n^gatif j*. 43 

Consid^rons le mouvement qui a cette courbe pour trajectoire et .y = f 
pour Equation. Les mouvements projet^s correspondants auront pour Equa- 
tions 
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par consequent, les vitesses de ces derniers mouvements seront 

68 ■ ?'(')=<, ^'(t)=y., z'{') = <*; 

mais la vitesse du mouvement de Tespace est ici egale a i : done en appelant 
a , p , 7 les angles de cette vitesse avec les parties positives des axes, ou 
bien les angles de la tangente menee k la trajectoire dans le sens des s 
positifs avec les m^mes axes, on a 

1 57 COSa=^'^, COSp=y^, C0S7 = a^*. C. Q. F. T. 

160. Determiner le rayon de courbure et la direction de la normcde prin- 
cipale [normale situee dans le plan osculateur) dans une courbe quel- 
com^ue. 

Reprenons la courbe representee par les equations 

et le mouvement sur cette courbe dont I'equation est ^ = /. On a, comme 
prec^demment , 

Par consequent, les accelerations des mouvements projetes sont 

95 ?"(')=<, r(0=^. x"(')=<*;' 

mais I'acceieration du mouvement dans I'espace se reduit ici k l^acc^ieration 
149 centripete, qui d'ailleurs est egale a - *, done 

>57 ^=.+v'(x:r+(^r4-(<r*. 

- On voit de plus qu'en appelant >, p, v les angles que la normale princi- 
pale dirigee de la courbe vers le centre de courbure fait avec les parties 
positives des axes , on a 



i57 



COS^ „ COS/x „ COSV „ 



d'ou 



cos). = 



s 



cosp 






n 
COSv 



+ v'Kr+ (.':)'+«) 
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I 

161 . Une ligne dont le rayon de courbure est constamment infini ne pent 

etre qiCune droite. 

En effet , de la condition 



i = sJ{KY-^{fsY+{^sY = o*, ,60 

p 

on d^uit 

<=o, ^=0, <=o; 

d'ou, en integrant deux fois chaque equation, 

x = aS'\-oi.^ y = bs-\-^^ z = cj -|- 7, 
et, en 61iminant j, 

J? — a. Y — S z — 1/ 

C. Q. F. D. 



X — a J — p z — 7 
a b c 



162. Un mouvement dont V acceleration est constamment nuUe ne pent 

etre, que rectiligne et uniforme. 

En effet, pour que I'accel^ration soit nulle, il faut et il suffit que les 
acc^l^ration» tangentielle et centrip^te soient nulles s6parement. Ainsi , 
on doit avoir* i44 

V' =: o ; — =0 ou p = 00 . 

p 

Or la premiere Equation montre que le mouvement est uniforme*, la se- 189 
conde qu'il est rectiligne*; done, etc. 161 

163. Si dans un mouvement la vitesse est constamment parallels a un 

axe X'X, la trajectoire sera une droite paraUele a X'X. 

Projetons orlhogonalement le mouvement consid^r6 sur un plan perpen- 
diculaire k X'X, le mouvement projet6 aura une vitesse nulle*, done ce i55 
dernier mouvement n'existe pas*. Cela exige evidemment que la trajec- 149 
toire du mouvement consid^re^soit une droite parall^le a X'X. 

164. Si dans un mouvement la vitesse est constamment parallele a un 
plan YL , la trajectoire sera une courbe situee dans un plan parallele 
a\Z, 

Projetons orthogonalement le mouvement consid^r^ sur un axe perpen- 
diculaire a YZ; le mouvement projet^ aura une vilesse nulle*; done ce i5i 
dernier mouvement n'existe pas*. Cela exige evidemment que la trajec- 149 
toire du mouvement consid^re soit dans un plan parallele a YZ. 
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IfiS. Si dans un mowvmenl facc^teralioti est constamment parallele 
an axe X'X ct si la vitesse est a un certain instant t / 
m^me axe , la trajectoire sera line drvkc paraUMe a X' X. 

Frojetons orthogonal ement le mouvement consid^re sur un plan perpea- 
i5f> diculaire S X'X, le nnouvement projet^ aura une acceleration nulle*, done 
i5, 1O2 il sera rectiligneetuniforme'jmaissa Vitesse^ I'instanK est nulle*, done , 
iJ9 ce mouvement n'existe pas*. Cela exige 6videninient que la trajecUiire 
dii mouvement consider^ soil une droite parallele ^ X'X. * 

\ 66. Si Pucceleration est conslamnient parattele a un plan VZ el si la vi- 

nttra lieu dans un plan parallele a ¥Z. 

Projetons orthogonalement le mouvement congid^r^ sur un axe perpen- 

1 31 diculaire au plan VZ , le mouvement projet^ aura une acceleration nulle ', 

iG-i done il sera rectiligne et uniforme*; mais sa vitesse a I'instant t est 

(9, i5i nulle*, done ce mouvement n'existe pas*. Cela exige evidemment que la 

tr^ectoire du mouvement consider^ soil dans un plan parallSle k YZ. 
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GHAPITRE V. 



MOUVEMEKTS RELATIFS. — TH^ORIE DE LA COMPOSITION 

DES MOUVEMENTS. 



§ I. — Mouyements relatifs. 

167. Definition des moux^ements relatifs. 

Un point M etant en mouvement dans Fespace , concevons 
un syst^me solide ou simplement trois axes coordonn^s OX, 
OY, OZ, qui se meuvent aussi d'une mani^re quelconque. 
Un observateur participant, a son insu, au mouvement de 
ces axes, considerera ceux-ci comme fixes et attribuera au 
point M un mouvement difil^rent de celui que ce mobile 
possede en realit^. Ce mouvement apparent du point M est 
dit le mouuement relatif de ce point par rapport aux axes 
OX, OY, OZ. On voit qu'il n'est autre que le mouvement reel 
ou absolu d'un point donl les coordonn^es par rapport a des 
axes paralleles a OX, OY, OZ, mais fixes, seraient a chaque 
instant les m^mes que celles du point M par rapport aux 
axes mobiles. 

168. Enonce du probleme des moui^ements relatifs. 

Le probleme general des mouvements relatifs a pour objet 
la recherche des relations qui existent entre le mouvement 
absolu , le mouvement relalif et le mouvement des axes que 
Ton nomme ntout^ement d"" entratnement. Ce probleme est de 
la plus grande utilite par les applications qu'on en pent faire; 
mais pour resler dans les limites de notre cadre, nous nous 
bornerons a dire quelques inols du cas simple qui conduit a 
la composition des mouuenients. 
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169. Relation entre le moui^ement absolu^ le moui^ement 
relatif el le moui^ement d*entratnement, quand celui-ci est 
un simple mou\^ement de translation, 

Supposons que le mouvement relatif soil idenlique au mou- 
vement absolu dans lequel le mobile occupe, par rapport 
aux axes fixes, OX, OY, OZ, les positions Mi, Mj, M3, aux 

instants ^1, ^2, fj? etc. Ad- 
mettons que les axes mo- 
biles se deplacent paralle- 
lement a eux-m^mes^t de 
facon qu'aux instants t^^ t^^ 
?8 , etc. ,leur origine soil 
successivement en Oj, O,, Os, etc. Pour avoir la position du 
mobile dans le mouvement absolu a un instant quelconque fj, 
il faudra porter les axes dans la position OiXi, OiYj, OiZj 
qu'ils oc(iupent a cet instant, et puis prendre un point M', 
ayant par rapport a ces axes la m^me position que le point Mj 
par rapport aux axes OX , OY, OZ. II resulte de la que la 
droite OM'^ issue du point fixe O et servant a fixer la position 
du point M', est la resultanle* de la droite OQi qui fixe la po- 
sition O, de Forigine des axes mobiles et de la droite OjM', ou 
OMi qui fixe la position du point Mj dans le mouvement rela- 
tif. Telle est la relation tres-simple^ qui , dans le cas que nous 
considerons, lie le mouvement absolu au mouvement relatif et 
au mouvement d'entrainement. 

170. Remarque sur la propriete precedenle. 

La question des mouvements relalifs se presente rarement 
dans les conditions que nous venons de considerer. Presque 
toujours les axes mobiles tournent autour de leur origine en 
meme temps que cette origine se deplace, et alorsla dependance 
^ntre le mouvement absolu, le mouvement relatif et le mouve- 
ment d'entrainement est loin d'etre aussi simple que celle que 
nous avons obtenuc. Nous croyons convenable, pour cette rai- 
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son, de separer de la theorie des mouvements relaiifs ce qu'oii 
appelle la composilion des mouvements, II en resultera, a 
notre avis, plus de simplicite dans Texposition et surtoul plus 
de precision dans les ^nonces. 

§ II. — Theorie de la composition des monyements. 

171. Definition da moui^ement resultant de plusieurs 

mouy^ements donnes, 

Considerons plusieurs mouvements executes par des mo- 
biles different s et definis chacun par une suite de rayons ver- 
teurs, comme au n^ 127. Supposous ces mouvements simul- 
tanesy c'est-a-dire accomplis dans le meme temps, de ma- 
ni^re qu'a un instant t reponde une position m^ du premier 

mobile determin^e par le rayon vecteur 
Oj/ni, une position m^ Am second mobile 
determinee par le rayon vecteur Oj/Wj , une 
position /7?3 du troisifeme mobile determi- 
nee par le rayon vecteur o^ m^ , etc. Nous 
appelons mouvement resultant des mouve- 
ments donnes, tout mouvement dans lequel la position M du 
mobile a I'instant quelcouque t s'obtient en tirantd'un point 
fixe O un rayon vecteur egal en grandeur, direction et sens a 
la resultante* des rayons vecteurs Oi/Hj, OjWj, Osm,, etc., i 
qui font connaitre la position des mobiles au meme instant 
dans les mouvements donnes. 

172. Remarque sur la definition precedente. 

Pour que le mouvement resultant soit entierement deter- 
mine, il faut que Ton ait fixe d'une maniere precise les ori- 
gines Oi, Oj, o^, etc., O des rayons vecteurs dans les mouve- 
ments donnes etdans le mouvement resultant. Du reste, il est 
a remarquer que lorsqu'on fait varier ces origines que nous 
appellerons centres de composition , les diflerents mouvements 
resultants obtenus sont identiques^ c'est-a-dire tels que les de- 
placements moyens* correspondant a un meme temps T out i'2i> 
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m&me grandeur, m^me direction etm^me sens. C'est ce qui re- 
sulte d'une propri^le qui serademontree plus loin (voirn^ 1 80) . 

173. Ce que c'est que composer et decomposer des 

moui^ements. 

Composer des mouvemenls, c'est chercher leur mouvemeiit 
resultant. Decomposer un mouvement, c'est chercher d'au- 
tres mouvements appeles composants qui ^ composes entre eux, 
donnent le mouvement considere. 

Consequences immediates de la definition du mouvement 

resultant, 

174. Le mouvement absolu est le mouvement resultant du 
mouvement relatif et du mouvement de Vorigine des axes mo- 

1 69 biles quandces axes se deplacent parallelement a eux-m^mes* . 

175. Le mouvement resultant reste le menie quel que soit 
1 Vordre dans lequel on compose les mouvements composanls * . 

176. Pour obtenir le mouvement resultant de plusieurs 
mouvements donneSj on peut en fa ire differenls groupes, de- 
terminer le mouvement resultant correspondant a chaque 
groupe, et puis prendre le mouvement resultant de tous les 
mouvements resultants obtenus. Inversement, pour composer 
plusieurs mouvements resultants y on peut composer dans lei 
ordre quon "veut les mouvemenls qui ont four ni les mouve- 

4 ments resultants donnes*, 

177. Si Von a plusieurs mouvements rectilignes s'accom- 
plissant sur des trajectoires paralleles a une meme direc- 
tion X'X, et si les equations de ces mouvements sont respec- 
tivenient Sj = (pi ( t) , Sj = (pj (t) , S3 = (fg ( t) , etc,^ le mouve- 
ment resultant aura pour trajectoire une parallele a X'X , et 
son equation sera S = 91 (t) -f- q^j (t) -}- (P3 (t) + . . . , pourvu 
que tous les s : Sj, Sj , Sj , . . . , S soient comptes dans le meme 
sens et a partir des centres de composition. Si cette derniere 
condition netait pas satisfaite ^ on aurait 



S — So - ©, (^) 4- <pa(f) -f- <j>j(^)-4-. . . — 5,,o— ^ 



2,0 """ ^3,0 • • • > 
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en appelant Sj^oj Ss,0 9 ^3,0? • • • j S^, Ics s des centres de com- 
position dans les moui^ements composants et dans le mou^e- 
ment resultant *. 9 

178. La projection d\in moiii^ement resultant sur tin axe 
ou sur un plan est le moui^ement resultant des projections 
des mouuements composants sur le mSme axe ou le m€me 
plan, les centres de composition dans les moui^ements pro- 
jetes etant les projections des centres de composition dans 

les moui^ements que Von projette **. aa, i-^ 

179. Soient une serie de mou^ements et leur mouvfement 
' resultant, tous rapportes a un meme systeme d*axes OX, OY, 

OZ. Supposons que 

♦ 



representent les equations qui donnent enfonction du temps 
les coord onnees du mobile dans les mou^etnents composants ^ 
les equations qui donneront en Jbn^tion du temps les coor- 
donnees du mobile dans le mou\^ement resultant^ seront 

y=:4;,(0h-+,(0h-+»(0h----» 

si toutefois les centres de composition se confondeut tous 
auec Vorigine des coordonnees. Quandcette condition nesera 
pas remplie, on aura 

X — A = (j), (f) -h <p5(r)-+- <j>3(^) -4-. •-— «i — flj — ^3 — . • -y 

Y— B=^^,(r)-f-^I;;(f)-|-^(;3(r)^-.. . — ^ — A,— ^3 — ..., 

a,, bi, Cj', as , bs , Cj ^ 33 , bs , Cs , etc. ^ A , B , C etant les coor- 
donnees des centres de composition dans les moui^emenls 
composants et dans le moui^ement resultant. 



Wl, 
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Proprietes des mouv^ements resultants, 

I '29 ISO. Le deplacement moyen* correspondant au temps T 
I dans le moui^ement resultant est la resultante * des depla- 
cements moy^ens correspondant au m^me temps dans les mou^ 
cements composants. 

Soient Oi, Os, Os, etc., les centres de composition dans les 

raouvements composants , O le centre de composition dans le 

^ mouvement resultant; soient m^ 

^/^ji , ^^M ^ii W3, etc., les positions des mo- 

y^\^ M' biles a Tinstant t dans les mouve- 

/7"*' {s^^^ ments composants, M la position 

\ °8<TT*» ^^ mobile au m^me instant dans le 

n' mouvement resultant. Soient enfin 

ni^yni^^in^^ etc., les positions des mobiles a I'instant ^H-Tdans 

les mouvements composants, M.'"la position du mobile au m^me 

instant dans le mouvement resultant. OM' est la resultante 

171 de o^ni^ , o%m^^ o^m^^ etc. * De meme OM est la resultante de 

Oimi, 03/712,03/723, etc., et par consequent MO c'est-a-dire OM 

6 change de sens, est la resultante de nii Oj, //igOs, ///sOs, etc. * II 

suit de la que la resultante MM' de MO et de OM', est la resul- 

4 tante de Oj /7j', , Oj//?',, 03/71',,..., //iiOi, //igOa, /7Z3O3, etc.*, ou 

bien la resultante cte la resultante m^m!^ de/ziiOi av*ec Oim\^ 

composee avec la resultante //ij//*', de m^o^ avec o^m^^ compo- 

4 see avec la resultante m^ m\ de m^o^ avec 03/723, etc.* c. q. f. d. 

181. La Vitesse moyenne correspondant au temps T 
i34 dans le mouvement resultant est la resultante * des vitesses 
moyennes correspondant au meme temps dans les mouue- 
ments composants, 

Divisons par T les deplacements moyens m^rn^, m^m\^ 
m^m^^ etc., dans les mouvements composants, sans d'ail- 
lears changer ni leur direction, ni leur sens; on aura les 
vitesses moyennes correspondant au temps T dans les mouve- 
i32 ments composants*; mais la resultante des droites ainsi obte- 
nues est la droite de m^me direction et sens que MM' et 



MOUVEMENT CURVILIGME. 97 

MM' 
de grandeur —— *, c'est-a-dire la vitesse moyenne correspon- 5 

dant au lemps T dans le mouvement resultant^ done, etc. 

182. La Vitesse a l' instant t dans le mom^ement resultant 

est la resultante* des vltesses au meme instant dans les mou^ . i34 
i^ements composants. 

En effet, la Vitesse moyenne correspondant au temps T 
dans le mouvement restiltant est la r^sultante des viiesses 
moypnnes correspondant au meme temps dans les mouve- 
ments composants'*'^ done, faisant decroiireT indefiniment, la i8i 
Vitesse a Forigine du temps T dans le mouvement resultant 
sera la resultante des vitesses contemporaines dans les mouve- 
ments composants'*'* i3i 

183. V acceleration moyenne correspondant au temps T 
dans le moui^ement resultant est la resultante * des accele- i43 
rations mojennes correspondant au meme temps dans les 
mout^ements composants, 

Solent /Mii'i, Wji^s/ n^z^zy etc., les vitesses a I'instant t 
dans les mouvements composants, MV la vitesse* au meme 

instant dans le mouvement resul- 
tant. Solent nil u^ if m^Ui^mzUs^ etc, J 
des droites egales et parall^les aUx 
vitesses a Finstant f •+• T dans les 
mouvements composants , MU une 
m^^t ^^*« droite egale et parallele a la vitesse 

au meme instant dans le mouvement resultant. Joignons ^^j Mj, 
i^^zig , P'sUs , . . . , VU, puis prenoiis 

ViUi P:tth ^iU^ ,T„ VU 

de fa^on que t^i/'i, 1^2 ^2, t^s's, etc., soient les accelerations 
moyennes correspondant au temps T dans les mouvements 
composants et VR Facceleralion moyenne correspondant au 
temps T dans le mouvement resultant*. MU est la resultante Mo 
de 7W, w,, maMj, m^ u^ , etc.* ^ de meme MV est la resultante de • 182 
I. 7 
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mji'i, WjP'j, Wish's, etc., et par consequent VM, c'est-a-direMV 

G cliangee de sens, est la resultantede J^iWi, (^s'^is? ^^3^3, etc.* 

II suit de la que la resullante VU de VM et de MU est la resul- 

4 tanlede ^^1^1, P'jmg, p's/ng,..., mji/i, w/jWj, m^u^^.,.*^ ouhien 
la resultante de la resultante i^j Wj de p'i m^ et de mj m^, composee 
avec la resultante ^iit^ de ^^sWj et de m^u^^) composee avec la 
resultante v^^u^ de \^^m^ et de m^u^^ etc. ; done VR est la re- 

5 sultante de P'l Ti , P'j/'g, P'5r3,etc. ^ c. q. f. d. 

184. L* acceleration a Vinstant t dans le moui-'ement t'e- 
143 sultant est la resultante des accelerations* au m^me instant 
Hans les inouuements composants, 

Eneftet, Facceleration moyenne correspondant au temps T 
dans le mouvement resultant est la resultante des accelera- 
tions moyennes correspondant au meme temps dans les mou- 

i83 vements composants*; done, faisant decroitreT indeGnimcnt, 
Facceleration a Torigine du temps T dans le mouvement re- 
sultant sera la resultante des accelerations contemporaines 

141 dans les mouvements composants *. 

185. Remarque sur les proprietes precedcntes , 

Les proprietes precedenles peuvent etre demontrees d'unc 
autre maniere, en rapportant les mouvements a trois axes coor- 
donneset faisant usage des relations enoncees au n° 179. Nous 
engageons le lecteur a developper ces demonstrations. 

Applications geometriques de la composition des 

moui^ements, 

m 

186. Determiner la tangente, le plan oscidateur, le rayon de courhure 
(Tune he lice, ' 

Soit un cylindre k base quelconque. Considerons deux mouvements uni- 
formes, Tun ayant la section droite 0/«, G pour trajectoire et a pour 
Vitesse, I'autre ayant la g^n6ratrice OX pour trajectoire et K^x pour 
Vitesse. Supposons que les mobiles soient en a I'instant initial , et etudions 
le mouvement resultant par rapport au point pris comme centre com- 
mun de composition. Pour obtenir d'abord la position M occup6e par lo 
'mobile a I'instant t dans le mouvement resultant , il faudra determiner 




MOUVEMENT CURVILIGWE. 99 

les positions contemporaines ^n^ et rn^ dans les mouvements composants 

en prenant Fare 0/n^=zat et Om^=zKat, puis 
construire le rectangle 0/w,Mwjf ; on d^duit 7 
de la que la trajectoire, lieu des points M, est 
telle, que le rapport de rordonn6e Mm^ k Tab- 
scisse curviligne m^0 est constamment 6gal k 
K; done cette trajectoire est une helice ayant 
le point pour origine et K pour param6tre. 
Cherchons la vitesse dans le mouvement r^ul- 
tant; elle n'est autre que la r^sultante des vitesses dans les mouve- 
ments composants * ; done si on prend sur la tangente k la section 182 
droite du cylindre passant par le point M une longueur Mp, = «, sur la 
g6n6ratrice w, M la longueur Mpj = K«; puis, qu'on construise le rec- 
tangle Mi', Vt',, la diagonale MV sera la vilesse cherch6e. On d^uit de li 

que cette vitesse est egale k a^i -f-K^ et que la tangente trigonom^trique 
de Tangle qu'elle fait avec Mt^, ou avec le plan de la section droite du 
cylindre est 6gale k K; mais la vitesse dans un mouvement curviligne 
est tangente k la trajectoire ; done la tangente a Pk^lice fait apec le 
plan de la section droite du cylindre sur lequel elle est tracee un 
angle constant ayant pour tangente trigonometrique le parametre de Phe- 
lice, Cherchons enfin I'acc^l^ration dans le mouvement resultant , acce- 
leration qui doit ^tre normale a Theiice, situ6e dans le plan osculateur et 

6gale k — = — ^ (p 6tant le rayon de courbure de rh61ice) *, puis- 149 

r r 

que la vitesse est constante. Pour cela, il faut composer les accelerations 
des mouvements composants*. Or I'acceieration du mouvement recti ligne 184 
est nulle*; il reste done seulement I'acceieration du mouvement curviligne. 94 
Mais celle-ci est dirigee suivant la normale k la section droite du cylindre, 

et a — [r etant le rayon de courbure de la section droite) pour valeur *. 149 

On conclut de la que le plan osculateur de P helice est normal au cylindre 
et que le rayon de courbure p est egal a r (i -|-K'). 

187. Determiner la tangente a la conclio'ide. 

La conchoide est la courbe obtenue en prolongeant d'une quantite 

constante r les rayons vecteurs 
issus d'un point fixe C et aboutis- 
sant k une droite X'X. Decrivons 
du point C comme centre, avec r 
pour rayon, une circonference C ; 
abaissons du point C une perpen- 
diculaire sur X' X , et soient 0, 
le point de rencontre avec X,'X, 0.^ le point de rencontre avec la circon- 

7- 




• " - J 
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f6rence C ; posons enfin CO, = b. Si nous concevons le mouvement vari6 
ayant lieu sur X'X et dont I'^quation rapporl6e au point 0, comme ori- 
gine des J,,est s^ = b tangf ^ puis le mouvement uniforme ayant lieu sur 
la circonf^rence C et dont Tequation rapport^e au point O.^ comme origine 
1 39 des ^2 est s^=rt*y le mouvement resultant de ces deux mouvements par 
rapport au point C pris pour centre commun de composition, aura la con- 
choide pour trajectoire. En effet , la position M occup^e a I'instant t dans 
le mouvement resultant s'obtient en prenant les positions contemporaines 
w, et /Wj dans les mouvements composants et en determinant la r^sultante 
de G/w, et de Cw^. Or les trois points C, w, , ni^ sont en ligne droite, 
car Tangle OjC/??.^ est ^gal a f , et Tangle 0,Cw, qui a pour tangente 

0,/K, Z^tang^ 
CO. ~ b ""°°'' 

est aussi 6gal k t. Done la composition des droites C/w, , Cwj se fait par 
une addition; done le point M se trouve sur le prolongement de C/w, k une 
distance de w, egale a C/«j=.r. Ceci pose, la tangente a la conchoTde 
aura m6me direction que la vitesse du mouvement resultant consider^ , 
par cons^uent mtoe direction que la r^sultante des vitesses des deux 
182 mouvements composants*; mais la vitesse Mt^, (transport6e au 'point M) 

du premier de ces mouvements est parall^le k X'X, et a [s^)[ = — — 

68 pour valeur *i la vitesse Mi\ du second est perpendiculaire a CM et a r pour 

grandeur; done la tangente cherch^e est la diagonale MV du parall^lo- 

gramme v^Mv^'y, On d^duit de 1^ une construction 6l6gante pour la nor- 

male. Remarquons d'abord que si on mene CA perpendiculaire a CM et //^^ A 

perpendiculaire a X'X, on a 

. Cm. b 

• . cos^ cos'/ 

Maintenant faisons tourner d'un angle droit le parall^logramme (^jMc^^V 
autour du point M dans le sens indiqu6 par la fl^che F,M(^2 viendra se 
confondre avec M/w, , i\\ avec n^^X, done MV deviendra MA. Ainsi MA 

est la normale a la conchoide. 

• 
i88. Determiner Fequation, la tangente, le rayon de courbure , la de- 
veloppee et Pare de la cyclo'ide, 
\ Prenons pour mouvements composants deux mouvements uniformes de 

m^me vitesse a , ayant lieu Tun sur la droite X'X , Tautre sur la circon- 
f^rence C de rayon r tangente a X'X au point A. Suppo§ons que les mo- 
biles se trouvent en A a I'instant initial, et choisissons ce poipt pour 
centre commun de composition. Pour avoir la position M occup6e par le 
mobile a TinStant t dans le mouvement resultant , il faudra determiner les 
positions contemporaines w, hi m^ dans les mouvements composants , en 



I 



/ 
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prenant Aw, = at, arc Aw, = at, et puis construire le paraIl61ogramme 




//2, Aw,M. II resulte de 1^ que la position M peut 6tre obtenue en faisant 
rouler la circonference C sur la droite X'X jusqu'a ce que le contact se 
fasse en un point D, tel que arcAD = arcA/Wj= Aw,, et en prenant la 
position alors occupde par le point A. Done la trajectoire lieu des points M 
est la ligne que d^crit le point A lorsque la circonf6rence G roule sans 
glisser sur X'X. Cette ligne se nomme cychide, 

I**. EqiuUion de la cychide, — Forme de la courbe, 

Prenohs pour axes coordonn^s la droite AX et sa perpendiculaire AY. 
On aura pour le mouvement «omposant rectiligne 

x, = at, r, = 0*, 

et pour le mouvement composant circulaire 



J0„ 



. at at. 

rsm — 1 J = r—r cos -— j 
r r 



par suite pour le mouvement r6sultant 



(>) 



X = at— rsvu — > Y = r — rcos — *• 

r r 



Done I'equation de la cycloTde est le r6sullat de T^limination de t entre 
les deux Equations (i). II n'est pas inutile de remarquer que si on appelle 
w Tangle inferieur ^ a tt et compte dans le sens de la fl^he F que forme 
Cw, avec CA, on a 

aKTrr 



/ = 



a 



a 



ce qui permet de mettre les Equations (i) sous la forme 

(a) X= r(aK7r + o.>) — rsinw, Y = r— rcosw. 

Les equations (i) ou bien les equations (a) montrent quo la cyclo'ide est 
compos6e d'une infinite d'arcs 6gaux ABA,, A, B, A,,..., AB' A', A'B" A", etc., 
terminus a des points de rebroussement distants de a tt /• et comprenant dos 
sommets B, B,, B, , . . . , B', B", etc. Dans ce qui va suivre , nous ne consid^- 
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rerons que la portion ABA^ de la.courbe qui r^pond aux valeurs de t com- 

■ 

prises entre o et ? ou aux valeurs de w comprises entre o et 27r. 

a°. Tangent e a la cycloide. 

182 Cherchons la vitesse dans le mouvement resultant. Nous savons * qu'elle 
est la r^sultante de deux vitesses 6gales a « et dirig^es , Tune suivant M c^, 
parall^le a X'X, I'autre suivant Mt^^ tangentei la circonf^renceC,. II suit 
de \k que la vitesse cherch6e est dirig^e suivant la bissectrice ME de Tangle 
f^jMf'j. Done la tangente k la cycloide s'obtient en joignant le point M au 
point E, extr6mit6 du diam^tre m,E. Par consequent, on alanormale en 
joignant le point M au point /?;,. On peut aussi remarquer, ce qui va nous 
6tre utile tout a Theure, que la grandeur V dela vitesse est 2« cos t', ME, ou 



bien 2«sin-w, car 
2 ^ 



v.ME = --MEC, = ---. 

' 2 '22 



3**. Rctyon de courbure de la cycloide. 

Cherchons Tacc^l^ration dans le mouvement resultant. On voit d'abord 
94, 184 qu'elle se r^duit a celle du mouvement circulaire uniforme **. Done elle est 

dirig^e suivant MCi et a — pour valeur. II suit de 1^ que racc616ration 
normale est 

— cosC, M w, = — sm - ; 

mais cetle acceleration normale est aussi 6gale a 

' .y2 4«'sm^- 

144 ~* = ' 

done 

/ • " Tiff 

p = 4 '' sm - = 2 M Fn^ ; 
ainsi le rayon de courbure est- double de la normale Mw,. 






4°. Developpee de la cycloide. 

On appelle en g6n6ral developp6e dune courbe plane le lieu des extr6mites 
des rayons de courbure. Done la d6veloppee de la cycloide s*obtient en me- 
nant les normales M/w, eten prenant sur leur prolongement une longueur 
w, fA = w, M. Je dis que cette developp^e est une seconde cycloide ayant 
pour sommets les points de rebroussement A, A„ A^,. . ., A', A", etc., 
de la premiere , et pour points de rebroussement les points P, p,, P2, . • , 
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p'f p", etc., obtenus en abaissant des sommets B , B,, B,, . . . ; B', B", etc., 
des perpendiculaires sur X' X, que Ton prolonge au-dessous de X'X d'une ♦ 
quantite 6gale k ar jusqu'a la droiteX',X,. D^crivons au-dessous de X'X 
une circonf^rence de rayon r tangente en/w,^X'X. Cette circonf^renoe , - 
que Ton peut obtenir en faisant tourner la circonf6rence C, de deux angles 
droits autour de m^ passera par le point p , puisque m^\t=z m^ M. De plus 
arcsj:* sera 6gal asp. En effet, 

arc 6 pt = arc s ^w, — arc pt /?i, = AP — A /w, = /w, P. 

II r^ulte de la que si on trace au-dessus de X' X, une circonf6rence de 
rayon rtangente a X', X, au point p et qu'on fasse rouler cette circonference 
sur X', X, , vers la gauche^ le point primi tivement en contact avec X'^ X, decrira 
le lieu des points p. Done ce lieu , c'est-i-dire la d6velopp^, est bien une 
cycloide. On voit, de plus , que la tangente k la developpee est au point \l 
la droite /w, |ji, ou bien la normale au point correspondant M de la cycloide 
d^veloppante. Du reste, on d^montre , en g6om6trie sup^rieure , que cette 
propri6t6 appartient aux d^velopp^es de toutes les courbes planes. 

5°. Arc de la cycloide. 

Supposons les arcs s compt^s de A vers B , Tangle que la tangente me- 
n6e k la cycloide par le point M dans le sens des s positifs fait avec la 

partie positive des jr, sera MEC„ c'est-i-dire -«. Or le cosinus de cet 

I 

angle est Yj *, ainsi Y^ = cos - «. D'un autre c6t6, la relation Y= r— r cos w 1 69 
donne 



+ COSW s/ir — Y 
cos - w = i / = - — :==— J 



^=^V^ 



2 y/'xr 

on peut done ^crire encore 



En integrant, on trouve 



s 



i\/ir-Y= — --p= + 

y9.r 



e. 



et en appelant s^ la valeur de s r^pondant au point B pour lequel Y = ar, 
on a 

Ce r^sultat exprime une propriety remarquable. Appelons s^ Tare BM, 
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Y, la distance du point M ^ la tangente BT men^ par le sommet B, on ai 



1°. Ud mouvement qui a lieu dans un plan esl d6Gni par deux 6quation8 
faisant connattre les coordonn^es polaires du mobile k chaque instant. On 
demande : i" les composantes de la vitesse suivant le rayon vecleur et per- 
pondiculairement k ce rayon; 2° les composantes del'acc^l^ratioa suivant 
lea monies directions. 

Repanse, Composasles de la vitesse ; r\ , ru| , Composantes de I'accSI^- 
ralion: r^ — r (»;)', ^ (/^ "',)',■ 

a". M 6Unt la position d'un mobile a I'inslant t et MV la vitesse a cet 
instant , on prend sur la trajectoire I'espace MM' parcouru dans le temps T 
. et sur la langente MV I'espace MM' ^ VT. OnjointM', M', puison divise 

U' M' par — I ce qui donne M', R ; il s'agit de d^montrer que la limile 

vers laquelle tend M' R, lorsque T d^croit ind^finimeDt, est I'acc^l^ration 
totaleau point M. 

Pour dfimontrer celte propriete , on consid^rera d'abord le mouvement 
rectJIigne, puis on passera au cas de I'espace , en projetant sur trois axes. 
On aura besoin de ce th^oreme d'algfebre : si A est la plus grande et a la 
plus petite des valeurs que recoit i'{t) lorsque ( varie de ( a/+T, ona 

T(f + T)-y(0-f(OT<^, 



T(( + T}-f(0-T'(')T>^- 

'S'. Connaissaut lescomposanlesparallMesausaxesirJ,/^, z^del'acce- 
l6ration , trouver les composantes tangentielle et normale. On remarquera 

<-«); = (»;■'■,)■,=<(•',)'+''.<. 

puis en se rappelant les formules des n" 159, 160 , on conclura le r^sullat 
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4°. Une courbe 6tant donn^e par les ^ualions /=(p(^), z = ^(x) 
de ses projections sur deux plans coordonnes, on demande : i° les cosinus 
des angles de la tangente avec les axes ; 2° le rayon de courbure ; 3° les 
cosinus des angles de la normale principale avec les axes. 

II suffit d'appliquer les formules du n° 157 au mouvement deiini par les 
Equations j; = /, j = cp (/), z = -^(t). 

5**, D^montrer que le mouvement resultant de plusieurs mouvements 
rectilignes et uniformes est aussi rectiligne et uniforme. 

6**. Trouver la condition pour que le mouvement resultant de plusieurs 
mouvements rectilignes et uniform^ment varies, soit aussi rectiligne et uni- 
form6ment vari^ . 

Reponse, II faut et il suffit qu'a un certain instant la r^sultante des 
vitesses dans les mouvements composants ait la m^me direction que la 
resultante des accelerations des m^mes mouvements. 

7**. Trouver la sous-normale et le rayon de courbure d'une parabole, en 
regardant cette courbe comme la trajecloire du mouvement resultant d'un 
mouvement uniforme et d'un mouvement uniformement vari6 commencant 
au mtoe point et ayant lieu sur deux droites.rectangulaires. 

8**. On suppose qu'une droite AB de longueur constante se d^place 
de telle mani^re , que ses deux extremit6s A et B restent respectivement 
sur les axes rectangulaires OX et OY ; on demande quel doit etre le mou- 
vement du point A pour que le mouvement relatif du point B par rapport 
au point A soit uniforme . 

9°. La droite AB toume dans un plan autour du point A avec une Vi- 
tesse angulaire constante w ; la droite BD articul^e en B avec la premiere 
tourne dans le ratoe plan avec une vitesse angulaire w'. On demande le 
mouvement absolu du point D par rapport a deux axes fixes qui ont le 
point A poiu* origine. On deduira des elements de ce mouvement la tan- 
gente et le rayon de courbure de la courbe , lieu des positions du point D. 
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DEUXIEME PARTIE. 



DYNAMiaUE. 



189. Ob jet de la Dynamique, 

La Dynamique traite des causes auxquelles on attribue 1e 
mouvement des corps j elle a pour objet principal Felude des 
relations qui existent entre ces causes et les mouvements cor- 
respondants. 

190. Causes aiixquelles on attribue le moui^ement des corps , 

H est impossible de rien savoir d'une maniere absolue sur 
les causes qui produisent le mouvement des corps ; ce n'est 
qu'en etudiant les faits et en cherchant a les expliquer qu'on 
a pu obtenir quelques indications a cet egard. Des considera- 
tions de differente nature, qui ne sauraient trouver leur place 
ici, ont conduit a regarder sinon comme vrais, du moins 
comme extremement probables , les deux resultats suivants : 

1^. Les corps sornt composes d^un grand nombre d' ele- 
ments appeles moli&cules, dont les dimensions sont insen^ 
sibleset dont les distances ^ quoique egalement imperceptibles 
pour nous, sont beaucoup plus considerables. 

2^. Les moui^ements des corps sont dus a des actions appe- 
lees forces que les molecules exercent les unes sur les autres, 

191 . Points materiels. 

Les molecules n'existent qu'avec les corps dont elles font 
partie; cependant Tesprit con9oit la possibilite de les isoler, el 
Tabstraction a laquelle on est ainsi conduit est propre a faci- 
liter Tetudcdes proprretes des forces. D' autre part, les dimen- 



lOO KtCXmqVZ fiLtMEHTAIIlE, 

aions des;' molecules sont tellement petiles, quoique fiiiies, 
que rien jusqu'ici nV monire qu'il fut necessaire d'en Icnir 
GOmpte. Cela pos^, on considerc cd uiecanique et on appelle 
points malciiels, fles molecules isolees (lout les dimensions ■ 
sont supposees rigoureiisement nulles. 

192. Analogies et differences enire les points materiels et les 
points mathematiques . 

Le point materiel ne difTere pas sous le rapporl geometrique 
du point mathematique; mais au point de vue mecanjque 
il jouit de propri^tes speciales ^ui sont celles des molecules. 
Cela ^tant, on pcut dire ; position occup^e par un point ma- 
teriel , droite passant par un point materiel , ligne decrite par 
un point materiel, comme si le point materiel etait un point 
mathemaiique; etdeplus : force emanant d'un point materiel, 
force appliquee a un point materiel, comme s'il s'agissait d'une 
molecule. 

193. Principes sur lesqucJs repose hi Dyiiamiqne. 

La Dynamiquo est fondec sur quairc principes deduits de 
I' observation etqui ont r ecu les noms de principe de I'lnerfie, 
principe des nwuvemcnti relalifs, principe de Vindepen- 
dance des effets des forces, principe de la reaction egale et 
contraire h faction. Ces principes seront (5nonces plus bas an 
fur et a mesure qu'il en sera besoin ; ils ne doivent pas feire 
conside res comme des Veritas rigoureusement demontr6es : en 
effet, ils n'ont pn fitre observes et verifies que pour des corps 
et pour le repos oii le mouvement relatifs; leur extension telle 
qu'on la suppose aux points materiels et an repos ou au mou- 
I'enient absolus n'est done qu'une simple induction. Toulefois 
retle induction presente une Irfes-grande probabiiitej car les 
consequences ausquelles conduit son admission ont constam- 
nient ete trouvecs d'accord avec les phenom^nes observes di- 
I eelement. 
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CHAPITRE PREMIER. 



1 



PRINCIPE DE L INERTIE. PREMIERES NOTIONS SUR LES FORCES. 

CIRCONSTANCES INITIALES d'uN MOUVEMENT NAISSANT SOUS 

LINFLUENGE d'uNE FORCE. 



§ I. — Principe de Tinertie. 

I9i. But du principe de Finer tie, 

Ce principe, formule pour la premiere fois par Kepler, eta- 
ilit rexislence des forces el fait connailre les differenls etats . 
ou peut se irouver un point materiel qui n'est soumis a aucune 
force. II se resume dans les deux proprietes suivantes. 

195. E nonce du principe detinertie, 

1°. Un point materiel, qui est en repos absolu, ne peut 
de lui-meme se mettre en niouv^ement; il ne sort du repos 
que sous Finjluence d*une ou deplusieurs actions exercees sur 
lui par d'autres points materiels. 

2?, Si UN poiNt materiel a ete mis en nioui^ement absolu 
par suite d^ actions exterieures et quon supprime subitement 
ces actions ^ le moui^ement des^ient rectiligne et uniformed , 54 

196. Remarque sur la seconde par tie du ^pncipe de I'lnerfie, 

» 

Certains fails semblent en contradiction avec la seconde 
partie du principe precedent. Ainsi lorsqu'on lance un corps 
sur une surface plane , qiioique Taction qui a produit le mou- 
vement ne s'exerce plus sur le corps, la vitesse diminue gra- 
duellement et fihit meme par s'annuler au bout d'un temps 
plus ou moins long; mais il faut remarquer que le fait seul du 
mouvement du corps sur le plan fail nailre de nouvelles 
actions; or c'est a celles-ci , dont la principale est le frotte^ 
menty qu'est due I'alteratiou et a la longue T extinction de la 
vitesse du mouvement communique. 
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197. Consequences da principe deVinertie. 

Deux consequences resultent du principe de I'inertie : i^. Le 
mouvemenl des points maleriels doit loujours son origine a des 
actions exercees sur ces points par d*autres points niateriels. 
a^. Un point qui n'est pas acluellement sous I'influence de Tune 
de ces actions ne pent qu'etre en repos ou avoir un mouvement 
S4 recliligne et uniforme*. 

§ II. — Des forces. 

198. Definition des forces. 

195 On donne le nom Ae forces aux actions qui produiseiit * le 
mouvement des points materiels. 

199. Explication de quelques expressions employees en 

dyn antique , 

Quand un point materiel eprouve de la part d'un autre 
Tune de ces actions que nous appe Ion s /brce.f, on dit que le 
premier point est sous Tinfluence d'une force, qu'il est solli- 
cite par une force, ou bien qu'une force lui est appHquee, le 
soUicite, s'exerce sur lui. 

200. Forces elementaires et forces naturelles. 

198 On voit, par notre definition njeme "**, que nous nous bor- 
nons pour le moment a considerer les forces qui s'exercent sur 
des points materiel^ et que Ton appelle quelquefois elemen- 
taires : ces forces sont, en effet, les seules qui existent. Quant 
aux forces dites naturelleSy telles que les poids, les press ions, 
que I'on regarde comme appliquees aux corps et que I'on ren- 
contre constamment dans la pratique , nous nous en occupe- 
rons sans doute plus tard, mais nous devons dire des a present 
qu'elles sont une pure conception de Tesprit, etque, s'il est 
utile a quelques egards de leur conserver la denomination de 
forces , on ne pent les introduire dans la science qu'apres les 
avoir soigneusement definies dans chaque cas parliculier, 
comme resultantes de forces elementaires. 
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201 . Forces instantanees et forces continues, 

Une force qui s'exerce sur iin point materiel en repos le 
met en mouveraent et, par suite, lui fait acquerir une vi- 
lesse finie au bout d'un certain temps. Pendant longiemps 
les auteurs ont admis deux especes de forces, les unes appelees 
instantanees^ que Ton supposait capables de communiquer 
instantanement une vitesse finie a un point materiel en repos ; 
et les autres appelees forces continues^ qui ne pouvaient faire 
acquerir a un pareil point materiel une vilesse finie qu'auboul 
d'un temps fini, apr^s lui avoir fait prendre, conform^ment a 
la loi de continuile, toutes les vitesses intermediaires. Cetle 
doctrine est abandonnee aujourd'hui \ en examinant les choses 
de pres, on reconnait, en effet, que les forces instantanees 
n'ont aucune existence reelle, et que les modifications succes- 
sives et nuancees de la vitesse ont toujours lieu, quoique dans 
certains cas elles echappent a rios sens par leur rapidite. Nous 
n'admettrons done que des forces continues , et pour resumer 
d'une maniere complete et precise toutes les consequences qui 
resultent de cette maniere de voir, nous dirons : Le moui^e- 
ment communique par une force a un point materiel en repos 
presente les m^mes circonstances que les mouuements etu- 
dies en cinematique, A partir d'un instant ou la vitesse est 

NULLE. 

§ ni. — Circonstances initiales d'un monvement naissant sous 

I'influence d'une force. 

Les circonstances initiales d'un mouvement produit par une force sur 
un point materiel en repos sont exprim6es par les deux propri6t6s sui- 
vantes : 

202. 1**. LorsqiCime force s^exerce sur un point materiel en repos y 
Vespace qu'elle lui fait parcourir au bout cPun certain temps est d'un 
ordre de grandeur inferieur a ce temps , ce qui veut dire exactement que 
le rapport de Vespace parcouru au temps employe a le parcourir converge 
vers zero, a mesure que le temps converge lui-meme vers zero, 

2**. Lorsqi^urie force s'exerce sur un point materiel en repos, la vitesse 
qu'elle lui communique au bout dun- certain temps est en general du 
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meme ordre de grandeur que cc temps , ce qui veut dire exactement que 

le rapport de la Vitesse au temps converge vers un nomhre determine 

[en general different de zero et de Vinfini^ lorsque le temps converge vers 

zero. 

Pour 6tablir cesproprietes, 11 suffit d'examiner ce qui se passe lorsque 

dans un mouvement de la nature de ceux qui ont ^t6 6tudi6s en cinema - 

201 tique, la vitesse devient nulle 5 uA certain instant*. Soit done un de ces 

raouvements et supposons que lorsque le mobile arrive en M ^ I'instant t^ 

^a vitesse soit nulle. Le mouvement se continuant , le mobile arrivera 

en M' au bout du temps T. Je dis d'abord que 

le d6placement MM' est d'un ordre de grandeur 

*^' MM' 

inferieur au temps T ou que le rapport -7=-- tend 

vers z^ro en m^me temps que T. Appelons s les arcs de la trajectoire 
compt^s a partir de M et du cdt6 ou a lieu le mouvement immediatement 
apr6s I'instant t^-^ la d^rivee s\ donnera d'abord par sa valeur absolue la 

i36 grandeur de la vitesse k chaque instant*. Or'supposons T assez petit pour 
que s\ , qui est positif pour les valeurs de t immediatement sup6rieures 

k /„, d'apres notre hypoth^se sur le sens des 5, le soit aussi pour toutCg 
les valeurs comprises entre ^0 ^t ^o+T; appelons d'ailleurs a la plus 
grande valeur de s\ ; I'expression s\ — a sera negative lorsque t restera en- 
tre ^o et ^o+T; done I'expression s — a[t—t^) qui a la pr6c6dente^pour 
d^riv^e sera d6croissante : mais s — a[t — t^) devient nulle pour t= t^^ 
done pour les autres valeurs de t et en particulier pour ^= 'o~^T, elle 
est negative ; ainsi on a 

MM' 
MM'-«T<o, d'ou ^<a. 

Si maintenant T d^croit indefiniment, a tendra vers la vitesse rela- 

• MM' 

tive au point M, c'est-a-dire vers z^ro, done le rapport -7=- tendra aussi 

vers zero. 

Cherchons , en second lieu , I'ordre de grandeur de la vitesse V, que 
le mobile poss^de en arrivant en M'. Puisque la vitesse en M est nulle , 
V est I'accroissement de la vitesse correspondant au temps T. Done la 

V 

limite du rapport ;= lorsque T tend vers z6ro est la d6riv6e de la vitesse 

Relative au temps , et par consequent I'acc^l ^.ration tangentielle pour le 
1 44 point M*. Mais cette acceleration a une valeur determin^e, en general 
diff^rente de z6ro et de I'infmi. Done la vitesse V communiqu^e par la 
force au bout du temps T est en general du m^me ordre de grandeur que 
ce temps. 
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CHAPITRE II. 

PRINCIPE 0£S MOUVEMENTS RELATIFS. VITESSE ACQUISE. 






§ I. — Principe des mouvements relatifs. 

203. But du principe des mouv^ements relatifs, 

Ce principe, decouvert par Galilee, fait connaitre la^depen- 
dance qui existe entre le mouvemeDt produit par une on 
plusieurs forces sur un point materiel anime d'une Vitesse 
initiate (*) el celui que les m^mes forces communiquent au 
point en repos. On I'enonce de la maniere suivante: 

204. Enonce du principe des mouuements relatifs^ 

Lorsquun systhme solide possede un moui^ement de trans- 
lation rectiligne et uniforme *, si un point materiel inde- 54 
pendant du systeme, mais ay ant la m€me vitesse que lui, 
recoit a un certain instant tinjluence c?'une ou de plusieurs 
forces 9 ce point prend relatii^ement au sjst^me * le meme 1G7 
moui^ement que les forces lui imprimeraient si le moui^e- 
ment conirnun n exist ait pas^ 

205. Remarque sur la propriete exprimee par V enonce pre- 
cedent. 

La propriete precedenle est ceUe que 1' observation a fait 
decouvrir, mais elle ne formule pas d'une maniere assez sim- 
ple la dependance qui existe entre le mouvement produit par 
une ou plusieurs forces sur un point materiel anime d'une 
vitesse iniiialc et celui que les m^mes forces produisent sur le 



( * ) On entend par la un point qui , sans 6tre actuellement soumis a rinfluence 
(I'aucune force, est neanmoins en mouvement rectiligne et uniforme par suite 
d'actions anterieures *. 

I. 8 
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point en repos. Nous allons la reinplacer par une autre plus 
commode. Pour cela, observons qu'il resulte de la propriete 
enonce« que le mouvement absolu produit par une ou plu- 
sieurs forces sur un point materiel animed'une vitesseinitiale, 
correspond a un mouvement relatif, identique au mouvement 
absolu que produiraient les forces si le point n avait pas sa 
vitesse initiale, le mouvement d'entrainement etant un mou- 
vement de translation rcctiligne et uniforme qui a pour vitesse 
la vitesse initiate du point materiel. Or, le mouvement d'en- 
trainement se reduisant a une translation, le mouvement ab- 
solu est^e mouvement resultant (*) du mouvement d'entrai- 
174 iiement et du mouvement relaiif*^ done 

206. Autre enonce du priucipe des mom^ements relatifs, 

Le moui^ement produit par une ou plusieurs forces sur 
un point anime d'une vitesse initiate s'obtient en com- 
posanty conformement a la regie du n° 1 71 , le mouuement 
rectiligne et uniforme , que possede le mobile av^ant d^^tre 
soumis h r influence des forces^ avec celui quimprimeraient 
Ics forces au point suppose en repos. 

C'est ectte derni^re propriete qui nous sera plus speciale- 
ment utile dans les applications. 

« 

§ II. — Vitesse acqnise. 

207. Definition de la vitesse acquise. 

Quand un point se meul sous I'influence d'une force, on 
donne Ig nom de ^vitesse acqnise par le mobile a Finstant f , 
a la vitesse du mouvement rectiligne el vmiforme qui rempla- 
195 cerait le mouvement effectif *, si la force etait supprimee a 
parlir de cet instant. Le mouvement reciiligne et uniforme 
lui-m^me est appele le moui^ement dd h la ^vitesse acquise. 



(*) J'aycrtis, unefois pour toutes, que je donnerai ioujours a celte denomina* 
tion de mouvement resultant le sens bien precis indique au n° 171. 
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208. Le niou\fement effectif r£duit ▲ ce qu'il est apres l'ik- 

STAifT t, pent s^obtenir en composant * le moui^ement dH h 17^ 

la 'Vitesse acquise h cei instant ai^ec celui que produirait la 

forccy Sly h partir de V instant t, elle s'exercaitj sur le 

MOBILE Au repos, de la mdnie maniere quelle s'exerce sur 

ce mobile dans le moui^emcnt effectif, 

Soient M la position du mobile a rinstant ^ et M A la vitesse. 
acquise. La force a pour effet pendant le temps qui pre- 
cede rinstant f , d'amener le mobile en M et de lui commu- 
niquer la vitesse MA. D'ailleurs de quelque maniere que le 

mobile obtienne cetle position et cette vi- 
tesse, il est manifeste que le mouvement 
qui a lieu ensuite reste le m^me, si la force 
reste la m^me. Cela pose, donnons au mobile un mouvement 
rectiligne et uniforme ayant MA pour vitesse, de maniere a 
le faire arriver en M a Tinstant f 5 puis, soumettons-le a I'in- 
fluence de la force; le mouvement ainsi obtenu ne diflerera 
pas, a partir deFinstant f, du mouvement efiectif, d'apr^s ce 
que nous venons de dire, mais ce mouvement sera aussi le 
mouvement resultant de celui qui est du a la vitesse acquise a 
I'instant t et de celui que produirait. la force sur le point pris 
au m^me instant a I'etat de repos * : done, etc. ao6 

209. La Vitesse CKquise a un certain instant rCest autre que celle du 

mowfement effectij au meme instant (*). 

Soient M la position du mobile a I'instant ;, MA la direction et a la gran- 

KyT deur de la vitesse acquise. Nous venons de voir * 208 

M'j /C^^^ que le mouvement effeclif est, apr^s I'instant /, 

le mouvement r^ultantdu mouvement uniforme 
ayant a pour vitesse et de celui que produirait 
la force sur le mobile plac^ en Jl, sans vitesse k I'instant t. Done si M' est 



C*^) La plupartdes auteurs regardent, en donnant une certaine extension au 
principe de Tinertie , cette propriete comme un axiome, nous preferons avee 
M. Duharael {^voir Texcellent Traite de Mecanique de ce savant, tome l*"", p. 33 1) 
en faire un theon&me susceptible de demonstration rigoureuse. 

8. 
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la position du mobile dans le mouvement effectif a I'instant z+T, si 
MSA\ = aT, de sorte queM', soit la position au mtoe instant dans le mou- 
vement dA k la Vitesse acquise a, M\ M' sera \e deplacement qui a lieu dans 

171 le temps T, en vertu de la force seule* ; mais le rapport du deplacement 
produit par une force sur un point en repos au temps correspondant a 

202 z6ro pour limite *, done 

,. M'.M' 
lim.— =r- = o. 

D'un autre c6t6, en abaissant M',P perpendiculaire k MM', on a 

M;M'>M',P et M',P = MM',sinM',MM' = «TsinM',MM'; 

done aussi 

lim. asinM'i MM' = «lim. sin M\ MM' = o. 

Cela prouve que la direction MA de la vitesse acquise doit 6tre celle 

de la limite de MM' ou bien celle de la tangente MT k la trajectoire. 

Ainsi la vitesse acquise et celle du mouvement effectif se confondent en 

direction. En second lieu M',M' est plus grand que la valeur absolue de 

M'M' 
MM', — MM', done -~- est plus grand que la valeur absolue de 

MM'. _ MM ' _ MM' 
T T ~^ T ' 

Cette derniere valeur absolue tend done vers z6ro en mtoe temps que T ; 

MM' 

d'ailleurs la limite du rapport -=- est la vitesse en M dans le mouvement 

i3i effectif*, done la vitesse acquise et celle du mouvement effectif ont aussi 
la mtoe grandeur. 

210. Remarque sur les deux proprietes precedentes. 

En rapprochant les deux proprietes que Ton vient de 
209, 208 demontrer **, on a la suivante : Le moui^ement effectif re- 
duit h ce qu^il est apres V instant t peut s'obtenir en compo" 
sant le mouuement rectiligne et uniforme qui correspond a 
la vitesse a cet instant y a^ec celui que communiquerait la 
force y si a partir de I'instant t elle s'exercaity sur le mobile 
au repos, de la meme maniere quelle s'exerce sur ce mobile 
dans le mouvement effectif; et de la resulte encore que le 
moui^ement communique par la force, lorsqua partir de 
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r instant t elle s^exerce sur le mobile au repos de la mdme 
maniere quelle s'exerce sur ce mobile dans le mou^ement 
effectif, pent s*obtemr en deeomposant le moui^ement effectif 
reduit a ce qu'il est aprhs Vinstant t, en deux, dont Vun soit 
le moui^ement rectiligne et uniforme, qui correspond h la 
Vitesse a cet instant, 

Celte derni^re propriete, qui permet de decomposer, en 
quelque sorle, les effetsdes forces et de deleriniher I'etat d'une 
force a partir d'un certain Instant, independamment de son 
etat anterleur, est de la plus grande importance. 
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CHAPITRE III. 

TH^ORIE DES FORCj^S GONSTANTES 



211. Remarque generate sur les forces. 

En Mecanique, on ne considere ks forces qu'au point de 
vue de leurs effets. Toute notion sur les forces doit done ^tre 
puisee dans la consideration des mouvements produits par ces 
forces. Cela pose ; 

212. Definition d'une force constante, 

Etant donne le mouvement qu'une force produit sur un cer- 
lain point materiel, on dit que cette force est constante : lors- 

173 que, en decomposant"** le mouvement reduit a ce qu'il est 
apres un instant quelconque £, en deux, dont Fun soit le 
mouvement rectiligne et uniforme qui correspond a la vitesse 
a cet instant, on trouve pour le second mouvement compo- 

210 sant, qui d^finit la force apres Tinstant t *, loujours le m^me 
mouvement quel que soit t. 

213. Le mouvement communique par une force constante 
a un point materiel en repos est rectiligne et uniforme- 
74 ' ment uarie *. 

Soient A|uiB la irajectoire et A la position ou le point mate- 
riel se trouve en repos lorsque la force commence a s'exercer 

sur lui a un instant que nous prenons 
pour origine des temps. Puisque la 
force est constante, si a partir d'un in- 
stant t on decompose le mouvement effeciif en deux, dont 
Tun soit le mouvement rectiligne et uniforme qui correspond 
212 a la vitesse a cet instant, Tautre sera toujours le m^me*^ de plus 
comme on pent faire z = o , on voit que ce dernier mouvement 
devra etrc le mouvement effectiflui-m^me considere a partir de 
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I'origine A. A in si : le mouuement effect if reduii a ce quit est 
apj^s un instant quelconque t, le mouvement rectiligne et 
uniforme con^espondant a la vitesse a cet instant et le mou- 
i^ement effectif considere a panir de rorigine (en supposant, 
bien entendu, que ces trois mouvements commencent au m^me 
instant), sont lies par cette propriete generale que le premier 
est toujours le mouv^emeuL resultant des deux autres. Or la 
vitesse dans un mouvement resultant est constamment la re- 
sultante des vitesses contemporaines dans les mouvements 
composants *. De la celle auire propriete : Dans le mouvement 182 
considere, la vitesse a F instant t, + tj est la resultnnte de la 
Vitesse h V instant ti et de la vitesse a F instant Ij, paij conse- 
quent, la vitesse a V instant tj + tj -f- tj est la resultante de 
la vitesse a F instant ti, de la vitesse a Vitistant t^ et de la 
vitesse ii V instant ts. La vitesse a V instant tj + I, -f- ta -f- 14 
est la resultante de la vitesse a Vinslant ti , de la vitesse a 
Vinstant tj , de la vitesse a F instant tj et de la vitesse a Vin- 
St ant t4, etc. 

Ceci admis, je dis que la vitesse a conslamment la memo 
direction et lememe sens. Soient en efl'et deux instants quel - 
conques /, et t^, Supposons d'abord /, et /j commensurables 
entre eux et posons t^^=p^Q^ ti=zp^6^ pi et p^ etant des 
entiers. La vitesse a Tinstant /, = 04-0 + + ... (pi fois) 
est la resultante de pi vitesses egales a la vitesse a Finstant 0^ 
par consequent, elle a la meme direction et le m^me sens que 
la vitesse a Finstant 0^ la vitesse a I'instant /j = + + 0+ . . . 
(pi fois) est la resultante de p^ vilesses egales a la vitesse a 
Finstant 0^ par consequent, elle a la nieuie direction et le 
meme sens que la vitesse a Finstant : done la vitesse a Fins- 
tant /, et la vitesse a Finstant t^ ont la m^me direction et le 
m^me sens. Si tf est incommensurable avec fi,on regardera ti 
comme la limite d'un nombre commensurable avec tf et Fon 
conclura que la vitesse a Finstant t^ ne pent differer ni en direc- 
tion ni en sens de la vitesse a Finstant f j. 

La vitesse ayant constamment la ra^me direction et le meme 
sens[,*on voil d'abord que le mouvement est rectiligne"** *, puis, i63 
la propric'ieelablieplus liaut montrc que la vitesse a Finstant 
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'i + ^9 t*st la somme de la vitesse a'Tinstant ti et de la vitesse a 
rinstant t^ : cela prouve que la vitesse croit de quantites egales 
en temps egaux quels que soient ces temps , done, etc. * 



214. Tout mou^ement rectiligne et uniformement varie est 

dm a line force constante, 

II suffit de montrer qu'un mouvement rectiligne el uniforme - 
ment varie est tel , que si , a partir d'un instant quelconque, on 
le decompose en deux, dont I'un soil le mouvement rectiligne tX 
uniforme qui correspond- a la vitelse a cet instant. I'autre sera 

212 loujours le meme *. Soit done s = ~ wi' Tequation du mouve- 

•I ^ 

ment considere (nous supposons, pour s^mplifier, que, pour 
t = OySeH^ soient nuls, ce qui est permis evidemment) . A I'in- 
stant fi, lorsque le mobile arrive avec la vitesse wti au point M^ 

dont r^ est -tv^', decomposons le m^ouvement en deux, dont 

I'un soit le mouvement rectiligne et uni^ 
^ ^» forme qui a wt^ pour vitesse, nous trou- 

verons pour I'equalion de Tautre, Mi etant lorigine des J, 

177 s = - w [t -^- tiY wt\-^ wt, t= -wt^*^ 

jL ^ Ja 

ce qui montre bien que ce mouvement est independant de Tin- 
slant fj, comme il fallait le demontrer. 

215. Mouvement produit par line force constante sur un 
point anime d^une vitesse initiate. 

Soil un mobile possedant une vitesse initiale a dans la 
direction AB jsupposons qu'a rinstant ou le mobile arrive en O 

on fasse intervenir une force constante 
qui, si elle etait appliquee au point mate- 
riel place en O sans vitesse, lui communi- 
querait un mouvement rectiligne et uni- 
.^4 3 n^ formement varie* dirig^ suivant OC et 

ayant ^v pour acceleration. Pour avoir le 
rnouvement produit par la combinaison de la vitesse initiale et 
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de la force, il faudra composer le mouvement rectiligne et uni- 
forme possede par le mobile avant que la force intervienne, 
avec le mouvement rectiligne et uniformement varie qu'aurail 
produit la force si le mobile n'avait pas eu de vitesse *• Or il ^06 
peut arriver deux cas : la direction OC du mouvement uni- 
formement varie peut ^tre la m^me que celle OB du mouve- 
ment uniforme, oubien 6tre diflerente. Dans le premier cas, la 
composition des deux mouvements se fait en ajoutant ou en 
retrancliant les espaces parcoorus dans les mouvements com- 
posants*^ par consequent, si Ton rapporte \es*t et les s au ^77 
point O comme origine et que les s positifs soient comptes dans 
le sens OC du mouvement imiformement varie, nous aurons 
pour I'equalion du mouvement cherche 

I ^, 
s = — ivt^ in at. 

2. 

• 

Ainsi , une force constante s^exercant sur un point mate^ 
riel anime d*iuie vitesse initiate dont la direction est celle du 
inouv^ement rectiligne et uniformement varie qu imp rimer ait 
la force au point materiel en repos^ produit encore un mou- 
i^ement rectiligne et uniformement varie '^ de pluSj r accelera- 
tion de ce second mous^ement est celle du moui'ement qui 
serait dd a la force seule. 

Dans le cas ou la direction de la vitesse initiale differe de la 
direction du mouvement qu'imprimerait la force au point en 
rcpos , il faut construire un parallelogramme avec Om = at, 

On =- wt'^, comme c6tes, pour avoir la position M occupee 

parle mobile a Finstanl «*. Si done nous rapportons le mou- 171 
vement aiix axes OB, OC; O elant toujours la position a Tori- 
ginede /, les coordonnecs du mobile seronl a T.instant t 

X :=: at . ) = — Wt^, 

2 

Eliminant /, on trouve, pour Tequation de la irajectoire, 

r= — ;-^'- 

2 «7^ 
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Ainsi, cetle trajectoire est une parabole tangente a OB au 
point O et iyaut ses diametres parall^les a Vaxe desy. Quant 
aux autres Elements du wiouv^ment, Vitesse et acceleration , on 
184, 1 82 les deduira aussi ** de ce que le mouvement considere resulte 
de la composition du mouvement unifbrme ay ant lieu suivant 
OB et dont la vitesse est a^ avec le mouvement uniformement 
varie, ayant lieu suivant OC, et dont la Vitesse en O est nuHe 
et Tacceleration egale a w. On trouve ainsi que la vitesse a 
Tinstant t est 

(^ = (a' -H fv»/' -H 2 ««'/ cos BOC}' , 

et que I'acceleration est parallele a OC et egale aw. Done 

Une force cons f ante s'exeicant sur un point materiel " 
aninie d'une vitesse initiale quelconque produit un mouv^emeni 
parabolique dont V acceleration est cons tan te et a la weme 
direction quo les diametres de la trajectoire ^ de plus, ceUe 
acceleration nest autre que celle du niouv^ementrectiligne ct 
uniformement varie qui serait dH a la Jorce seule, 

216. Remarque sur V acceleration moyenne des mouvenienls 

dus h une force constante, 

2i5 Nous venons de voir* que, dans tous les mouv^ements pro- 

duits par une meme force constante sur un point materiel au 
repos ou anime (Vune vitesse initiale, les accelerations con- 
stantes pour chacun d'eux sont egales entre elles. On peut a 
cette propriete en joindre une autre non moins importante et 
qui s'enonce ainsi : Dans tous les moui^ements produits par 
une meme force constante sur un point materiel au repos ou 
anime d'une vitesse initiale, les accelerations MOVEiiJVES, con- 
stantes pour chacun d*eux , sont egales entre elles, 

Cette propriete s'etablit du reste commc la premiere, car le 
iheor^mc sur la composition des accelerations s'etend aux.ac- 
i83 celerations moyenncs *. 
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GHAPITRE IV. 

LOIS DE LA PESANTEUR. MOUVEMEMT DES CORPS PESAfTTS. 



§ I. — Lois de la pesanteur. — Poids des points mat^riels. 

217. Enonce des lois de la pesanteui\ 

Quand, apres avoir souleve un corps a une certaine hau- 
teur, on I'abandonne a iui-m^me, sans lui imprimer de vitesse 
initiale, ce corps prend, par rapport a la terre *, un mou- 167 
vement qui (I'experience etant faitp dans le vide) est soumis 
aux lois suivantes : . 

1 ". Ce motn^ement est le ni^me, qaelles que soient la nature 
et les dimensions da corps ^ 

2P. II est de translation rectiligne et uniformentent va^ 
rie * ; 74 

3®. Sa direction y appelee verticals, est perpendiculaire h 
la Surface des eaux tranquillei ^ 

4**. Son acceleration y ordinairement representee par g 
et leg^rem&nt variable avec Valtitude et la latitude da lieu 
oil Von opkre, a pour Daleur 9,80896, ou appir>ximati\^ement 
9,81, au niv^eau de la mer et h la latitude de Paris (*). 



(' ) La val^r de g, prise au niveau de la mer, vnrie pr&po'rtionnelldtaient au 
carre du diuus de la latitude X, et on a , en general , 

fir=9)7798o 4-0, 06174 sin«;, 
ou bien 

^ E= 9 , 80667 — o , 02587 cos 'i X. 

Dans la premiere formule , le terme constant represente ^ sous Tequateur, et , 
dans la seconde , g sous le parallele moyen. 

Quant aux variations de g avec Valtitude du Heu , cites sont sotimises a la loi 
de Tinverse du carre de la distance au centre de la terre. 



124 M^CANIQUE I&LI&MENTAIRE. 

218. Action de la terre sur les points maleriels. 

217 Au raouvement relatif dont nous venons d'enoncer les lois * 

correspond un mouvement absolu qui ne pent etre recliligne et 
uniforme, d'apris la nature du mouvement d'entrainemenl^ 

197 il faut en conclure *que tons les corps et, par suite, tous les 
points materiels sont soUicites par une force lorsqu'on les 
abandon ne a eux-m6mes a une certaine distance de la surface 
de la terre. Ceite force resulte de Taction que la terre exerce 
sur les points materiels. 

219. Poids des points materiels, Le poids differe de V action 
€Lcercee par la terre, II ny aurait egalite entre ces deux 
forces que si la terre etail en repos, 

Quand un corps quelconque et, par suite, un point mate- 
riel est retenu par un obstacle, Taction de la terre s 'exerce 
encore sur lui, mais Teffet de celte force est detruit ou du 
moins modifie. Cela ne pent etre qu autant que Tobstacle 
exerce lui-m^me une action sur le corps ou sur le point mate- 
riel. On doane le nom de poids a la torce fie tive , d'intensite 
247; '^^'^ egale * et de direction* contraire a celle qu'un obstacle, qui 
tient un point materiel en repos relatif a la surface de la terre, 
exerce sur ce point. Si la terre elait en repos absolu, Taction 
239 de la terre et celle de Tobstacle se feraient equilibre * et se- 
3ii raient, par consequent, egales et contraires *5 done le poids 
ne serait autre que Taction de la terre. Mais la terre etant en 
mouvement, les actions simultanees de la terre et de Tobstacle 
communiquent au point materiel un mouvement absolu ; 
d'ailleurs ce mouvement n'est pas rectiligne et uniforme; 
197 done le poids diffSre de Taction de la terre *. 

220. On pent regarder la terre comme fixe en siibstituant le 

poids h r action de la terre. 

On demontre en mecanique superieure, etnous admettrons 
ici, que les mouvements dus a Taction de la terre et a une vitesse 
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iniliale, quaiid on les considere dans une mediocre etendue 
et qu'on les rapporte a la terre siipposee fixe *, ne different pas 1(^7 
des mouvemenis absolus qui seraienl produits par le poids et 
par la \itesseinitiale relative. Done on pent regarder la terre 
comme fixe, pourvu qu'on substitue a son action sur les points 
materiels les poids de ces points. C'est ce que nous ferons con- 
st amment dans la suite. 

221. Les poids sont des forces constantes. 

II resulte des considerations precedentes , qu'un point ma- 
teriel prend, sous Tinfluence de son poids (la vitesse initiale 
etant nuUe) , un mouvement absolu rectiligne et uniformement 
varie, dont la direction est verticale, et qui a g pour accele- 
ration*. Done les poids sont des forces constantes*. 217,214 

222. Remarque sur les points materiels pes ants, 

Quoique tons les points materiels soient soumis a Taction de 
la terre, il convient, en mecanique rationnelle, deles supposer 
soustraits a cette action , afin de pouvoir eludier plus aisement 
les effets des autres forces sur eux. Nous avertissons done, une 
fois pour touieSj qu'un point materiel ne devra ^tre considere 
comme pesant (c'est-a-dire sollicite par son poids-, que nous 
substituons a Taction de la terre) qu'autant que nous Taurons 
dit d'une maniire explicite. 

§ II. — Mouvements des corps pesants. 

223. Moui^ement rectiligne, 

Soit un point materiel pesant qui tombe verticalement dans 
le vide : si Ton suppose la vitesse initiale nulle, qu'on prenne 
I'origine des s et des t au point de depart, et que Ton compte 
les s posilifs de baut en bas, on aura ** 7,11, 78 

s = ---gt\ v = gt. 
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De la on tire 
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CI' 



= sl7is, s = —. 



Ainsi, \j7.gs est la vitess^ due a la hauteur s et ~ la hauteur 

correspondant h la vitesse v. 

Si le mobile possede une vitesse iniiiale a verticale et dirigee 
de has en haut, en prenant Torigine des s au point de depart 
2i5 et comptant les s positifs de bas en haut, on a * 

I 
s := at gf*^ t> = a — gt. 

La vitesse, d'abord positive, devient nulle au bout du temps 
f 1= -9 1 espace pareouru est alors 5 = — » ce qui prouve que 



S 



le mobile montejusqu'a la hauteur correspondant a la vitesse 
initialea; puis, la vitesse devient negative, le mobile descend 
et se trouve au point de depart avec la vitesse — a au bout 
d'un temps ^gal a celui qu'il a mis pour monter. 

224. Mouv^ement paraholique. 

Supposons que le point materiel ait une vitesse initiale a 

fai^ant avec T horizon uii an- 
gle a; rapportons le mouve- 
ment a deux axes rectangu- 
laires OX, OY, Fun horizon- 
tal , Taulre vertical \ prenons 
pour origin e le point de de- 
part O, nous verrons aise- 
'2i5 ment * que les coordonnees du mobile sont, a Tinstant f , 

X = at cos a , yzTiat^moL gt^, 

Eliminant ^, on a, pour T^quation de la trajectoirc, 




y •=: X tang a -^ 



stx' 



2 a^ cos^ a 
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ou bieii 

J? 

r =• X lani» a — tt- t 

•^ ^ 4/i cos'a ' 

en appelant h la hauteur due a la vitesse a *. 223 

Cette equation represente une parabole, ce que Ton savait 
deja *. En la mettant sous la forme 2i5 

4^ cos'«(/* sin'« — jr) = (aAsina cosa — *)', '* 

on reconnait : 1° que Taice de la parabole est vertical et a une 
distance 2 A sin« cos« = /i sin 2 a du point de depart O; 2^ que 
le sommet est a une hauteur verticale h sin' a au-dessus de 
I'horizontale menee par ce point de depart ; 3° que le para- 
metre a pour valeur 4 ^ cos' a ; 4*^ 4^^ ^^ directrice est rhori- 
zontale menee a la distance h du point O, etc. 

Puisque Taxe de la parabole est vertical , il doit partagcr en 
deux parties egales les cordes horizontales de la courbe^ done 
cette courbe coupe Fhorizontale OX en un point Oj tel, que 
OOi = 20Q = 2 A sin 2a. Du reste la valeur de OOi pourrait 
encore ^tre obtenue en cherchant la valeur de x differente de 
zero qui verifie Fequation de la courbe en m^me temps que 
jr = o. 

La distance 00i=2/isin2a et la hauteur SQ=Asin'a 
se nomment respectivement V amplitude du jet, et la hauteur 
du jet^ le sommet S, ou I'extremite de I'ordonnee maximum, 
est le point culminant. 

Pour construire OOj et SQ , on prend sur OY, OH = h , 
puis on abaisse HK perpendiculaire sur OA, et KL perpendi- 
culaire sur OY; on a ainsi 

0L = A sin'a = SQ, LK ~ A sina cosa =; --t-^* 

4 

Reprenons la valeur 2 A sin 2a de Tamplitude du jet. Si, 
conservant la grandeur a de la vitesse initiale et, par conse- 
quent, laissant A constant, nous fai sons varier la direction de 
cette vitesse, nous voyons que, pour deux valeursde a comple- 

mentaires ao et ofo , Tamplitude a la m^mc valeur, el que la 

2 9 
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valeur maximum de Tamplitude a lieu pour ol=. -j^ Daus ce 

cas la hauteur du jet est -? c'esl-a-dire la moitiede la hauteur 

due a la vitesse a, 

Supposant toujours 1^ grandeur de la vitesse itiitiale con- 
nue, cherchons la direction de celte vitesse par la condition 
queje mobile passe par un point donne. II faudra que Tequa- 
lion de la trajectoire soit verifieeparun systime do valeurs 
X, Y de x, j^ ; done I'equation qui determinera a sera 

Y = X tang a — J- — , 

° t^h cos* a 

0U5 en prenant tang a pour inconnue, 

X'tang* a — 4 '^ X tang a -h X'4- 4 A Y =: o. 

Dela on tire 

2 //zt:v^4A^— 4AY — X' 
tang a = ^-^ — :^ • 

On voit que le probleme n'est pas toujours possible : quand 

X'H-4/2Y-4A» est<o, 
le probleme a deux solutions ; quand 

X2-h4 /iY~4/i'est>o, 

il n en a aucune. Ce resultat est susceptible d'une interpreta- 
tion elegante. Considerons la courbe representee par Tequation 

*2-f.4//j-— 4^''=o? 

et qui n'est autre que la parabole dont H est le sommet et O le 
foyer. II est evident que tout point (X, Y) siiue dansl'interieur 
de cette courbe est tel, que 

x*-h4AY--4i^'<o, 

et que tout point situe a Tinterieur est tel , que 

x»+4/2Y — 4/i'>o. 

Ainsi le' probleme con^idere est possible ou impossible sui- 
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vaiit que le point donne est dans Tinterieur ou a rexlerieur de 
la parahole qui a le point H pour sommet et le point O pour 
foyer. En d'aulres termes, la parabole dont il s'agit separe les 
points du plan qu un projectile , lance avec la vitesse due a la 
hauteur A, peut alteindre de ceuxqu'il ne saurait toucher. On 
la nomme, pour cette raison, parabole de surete. 

La parabole de surete touche, en les embrassant^ toutes les 
trajectoires decrites par un point materiel lance sous difl^- 
rentes directions avec la vitesse due a la hauteur /i. En effet, si 
on cherche les points communs aux courbes 



x^ 



jr=zx tang a — j- , ar' + 4 ^/ — 4 ^*' = o » 

^h cos* a T ^ -T 

on trouve un point double ayant 2 h cot a pour abscisse 

et :— J — pour ordonnee. Ainsi la parabole de surete peut 

encore 6tre consideree comme Vem^eloppe de toutes les para- 
boles decrites par un point materiel pesant qu'on lancerait 
successivement dans toutes les directions avec la vitesse due a 
la hauteur h, 

22s. Nous lerminerons cette Theorie elementaire de la Ba- 
listique dans le vide par Tenonce de quelques problemes lies a 
I'histoire de cette theorie. 

1*^. Un projectile etant lance du point O auec une vitesse 
de grandeur et de direction connues^ troui^er le point M. oil il 
rencontre un plan incline passant par O. Maximum de OM, 
lorsquey considerant la grandeur de la vitesse initiale comme 
donnee, on fait varierla direction de cette vitesse, 

2®. Trouuer le lieu des points culminants, lorsque^ conser- 
uant la grandeur de la vitesse initiale, on fait varier la di^ 
rection de cette vitesse, ou bien lorsque, conseri^ant la direc- 
tion^ on fail varier la grandeur. 

3°. Trouv^er le lieu des positions quoccupent h un m^me 
instant differents projectiles lances du m^me point , au m^me 
instant et a\^ec des v it esses de m^me grandeur , mais de direc- 
tions differentes . 



I. 
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CHAPITRE V. 

PRINCIPE DE L^INDiPENDANCE DES EFFETS DES FORCES. — 

PROPRl^T^S DES RESULT ANTES DE FORCES. FORCES EN 

^QUILIBRE. 



§ I. — Principe de rindependance des efifets des forces. 

226. But du piincipe de rindependance des effets des forces. 

Le principe de rindependance des eflets des forces fait 
connaitre la relation entre le mouvement que plusieiirs forces 
produisent lorsqu'elles s'exercent ensemble sur un point ma- 
teriel au repos, et les dlfferents mouvements que ces m^mes 
forces produisent lorsqu'elles s'exercent separement sur le 
m^me point. 

227. Enonce du principe de rindependance des effets des 

forces, 

Soient plusieurs forces quelconques fi, fj, fg, f* [nous ne 
prenons que quatre forces , mais il serait facile de genera- 
User), Supposons que la force fj appUquee a un point mate- 
riel place en A sans vitesse le transporle 
au bout du temps T dans la position mi> 
en luifaisant decrire une certaine courbe; 
que la force f, appliquee au meme point 
le transporte au bout du temps T dans la 
position mj \ que la force f, le transporte 
en mg*, que la force i,, le transporte en m.i,. Pour avoir la 
position quoccupe le point materiel au bout du temps T, lors- 
qu ay ant etc place en A sans vitesse ilest soumis a V influence 
simultanee des forces f^ , fj , fg , f4 , // suffit de supposer que 
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les iieplacenients Ami , Ams , A 11)3 ^ Ain4 aientlieu tunapres 
V autre. Airisi on portera Km^ h la suite de Amj en niiin' , 
Km^ a la suite /fe m, m'^ en m'^ m'3 , ^m^ Si la suite cfe m', m'3 
en nij M; e« M sera la position cherchee, 

228. Remarque sur la propriete exprimee par Venonce 

precedent. 

En se rappelant la definition du n° 1 , on voit que le de- 
placement moyen AM* eprouve par le point materiel au bout 129 
du temps T, lorsque les forces s'exercent simultanement, 
est la resultante des difTereuts deplacements moyens Ami, 
A/Hj, Awj, Am^, qui sont produitsdans le m^me temps par 
Tinfluence isoleedes.forces/i,/j,/8,/4. Cette relation a lieu 
d'ailleurs quel que soit le temps T \ done * : 171 

229. Autre enonce du principe de Vindepen dance des effets 

des forces, 

Le mouvement que produisent les forces fi, f,, £^,£4 en 
s'exercant ensemble sur un point materiel en repos est le 
moui^ement resultant des moui^ements que produisent ces 
forces en s'exercant separement sur le mSnie point, 

§ 11. — Resultante de plusieurs forces. 

230. Definition de la resultante de plusieurs forces, 

Toute force qui^ appliquee a un point materiel en repos, 
produit le meme moui^ement que plusieurs forces donnees 
s'exercant ensemble sur le mdme point , se nomme la resul- 
tante de ces dernieres forces ; et reciproquement celles - ci 
sont les COMPOS AUTEs de la resultante, 

231 . Remarque sur la definition de la resultante* 

On admet que la notion de la resultante est independante 
du point ipal^riel sur lequel les forces s'exercent 5 en d'auli^s 

9- 
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icrmes , si une force appliquee a un point, materiel en repos 
produit le medie niouvement que plusieurs forces donnees 
s'cxer^aut ensemble , cettf force appliquee a tout autre point 
materiel en repos produira un mouvement ideutique a celui 
que les forces domiees s'exercant ensemble impriment au nou- 
veau point. \ 

S1S2. Ce que cest que composer et decomposer des forces. 

Composer des forces, c^est chercher leur resultante. De- 
composer une force, c'est chercher d*autres forces qui aient 
pour resultante la force donnee, 

Proprietes des resultantes deforces. 

233. Le moux^ement produit par la resultante sur un point 
materiel en repos est le moui^ement resultant des moui^ements 
produits par les composantes sur le meme point, et recipro- 
quement toute force qui communique a un* point materiel 
en repos le mouvement resultant des differents mouv^ements 
communiques au m^me point par une serie de forces est la 
resultante de ces dernieres. 

La premiere partie du theoreme est une consequence imme- 

23o diale de Id definition de la resultante * et du principe de I'in- 

229 dependance des effets des forces *. Quant a la seconde, on la 

trouvera evidente si Ton fait attention que deux forces doi- 

vent ^tre considerees comme egales quand elles produisent le 

m^me mouvement. 

234. La resultante produit sur un point, ANita.t d'une vitesse 
iNiTiALE, le meme mouv^ement que les composantes s'exer- 
cant ensemble sur le meme point, 

Soient f\y ff) fz'i' ^ ' 't fn les composantes , F la resultante. 
La force F, s'exer9ant sur un point materiel anime de la vi- 
tesse initiale a, produit un mouvement qui est le resultant 
du mouvement rectiligne et uniforme ayant a pour vitesse et 
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de celui que la foi:ce produit sur le point au repos *. De nieme ^o(^ 
les forces /i, /f, /i,..., /„, s'exer9ant ensemble sur le point 
anime de la vitesse a, lui commuiiiquent le mouvement resul- 
tant du mouvement rectiligne et uniforme qui a a pour vitesse 
et de celui que les forces yi,yi,y3,...,y^, s'cxer^ant ensemble, 
produisent sur le point au repos * ; mais le mouvement que la 206 
force F et celui que les forces /i,yi > /av -j^n? ^'exer9ant en- 
semble, impriraent respectivement au point materiel suppose 
en repos, sont les m^mes * 5 done, etc. aSo 

235. Quand un point se meat sous linfluence simuhanee de 
plusieurs compOsantes^on peut, sans que le moui^ement 
change, remplacer a un instant quelconque et pendant 
un temps quelconque ces composantes par leur resultantej 
reciproquement y quand un point se meut sous Vinjluence 
d'une resultant e J on peut, a un instant quelconque et 
pendant un temps quelconque, remplacer cette resultante 
par ses composantes , 

Cette propriete rentre dans la precedente en se rappelant 
ce qui a ete dit au n*^ 210. 

236. La resultante de plusieurs resultantes parlielles peut 
s'obtenir en composant toutes les forces qui ont Journi 
les resultantes partielles, 

Soient yi , /i, /s V ^^ premier groupe de forces ayant pour 
resultante y ^ /', , f\^ /'sv ^"i second groupe deforces ayant 
pour resultante ^' \ f'\^ /'[<) /'[•>»" un troisieme groupe de 
forces ayant pour resultante (p",..., et appelons F la resultante 

de toutes les resultantes partielles q?, <p', (p", Le mouvement 

produit par F sur un point materiel en repos est le resultant 
des mouvements successivement produils par 9, (j)', y",... sur 
le meme point *] mais le mouvement produit par <p est le resul- -233 
taut des mouvemenls successivement produits par /i , /a, /s ,. • • 5 
le mouvement produit par q>' est le resultant des mouvements 
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success! vemeDt produits par J\^ f\^ J\^.,*\ le luouvement 
produit par q)''' est le resultant des mouvements suGcessivement 
produi ts par f\^ /'[tf^y^^^'^ etc. Done le mouvement produit 
par F est le resultant de tous les mouvements successivement 

176 produits par /, /„ /a,.., /.^/^^ /av? /% /*,i /' v *• 
Done F est la resuhante de /i, /,, /s,.--* /',, /',, /av* 

^33 ./% /jj/'v'-*- c- Q- F. D. 

237. Quand un point semeut sous V influence aimultanee de 
plusieurs forces, on peut, sans changer le moui^ement, 
remplacer a un instant quelconque et pendant un temps 
quelconque : i ° quelques-unes des forces par leur resul- 
lante ; 2" une des forces par une serie d^autres dont elle 
soit la resultante. 

En eSet, par ces substitutions la resultante totale n^est pas 
235, 236 chaiigee * 5 done le mouvement nc Test pas non. plus *. 

1 34 238. Soit Y la resultante* de plusieurs vitesses Vj, Vj, Vj,..., 
v„; F la resultante d*un nombre egal de forces fj, f,, 
fg , . . . , f„. Le mouuement produit par F sur un point mate- 
riel anime de la vitesse initiale V est le mouvement resul- 
tant des mouvements successivement obtenus en appliquant 
la force fi au point anime de la vitesse initiale Vi, la force 
fg au point anime de la vitesse Va, la force £3 au point 
anime de la vitesse Vs, enfin la force in au point anime de 
la vitesse v„. 

En effet) le mouvement correspondant a la vitesse V et a la 
force F est le resultant du mouvement produit par la seule 
influence de la force et du mouvement uniforme ayant V pour 

206 Vitesse *. Mais le mouvement du a la seule influence de la force 
F est le resultant des n mouvements successivement produits 

233 par la seule influence des forces /i? ^i, yiv? /^ * ^ 1^ mou- 
vement i^nifornie ayant V pour vitesse est le resultant des n 
m.ouvemenlsuniformcs ayant respectivemcnt v^^ ^2, ^'s?-**? ^'n 



DYNAMIQUE. 1 35 

pour vitcsse (*)•, done le mouvement correspondanl a la force F 
el a la vilesse V est le resultant des n mouvenients successive- 
ments produits par les forces /i, /i, /s,.--^ fn sur le point au 
repos el des n mouvements uniformes qui ont respeclivement 
^'ij ^if ^'av? ^n pour vitesses *; par consequent il est aussi le 176 
resultant des n mouvenients successivement obteuus en com- 
posant le mouvement uniforme dont ^^ est la vitesse avec le 
raouvemeut du a la seule influence de la force /l, le mouve- 
ment uniforme dont ^g est la vilesse avec le mouvement du a 
la seule influence de la force /i, le mouvement uniforme dont 
1^3 est la vitesse avec le mouvement du a la seule influence de la 
force yi, enfin le mouvement uniforme dont ^,^ est la vitesse 
avec le mouvement du a la seule influence do la force y^, *, 17G 
c'est-a-dire des n mouvements que produisent les forces yi,yi, 
yiv^yii? 6^ s'exercant respeclivement sur le point anime des 
vitesses iniales 1^1, I'j, ^svj ^n** ^' Q* *"• ^' 206 

§ III. — fquilibre des toces. 

239. Definition de tequilibre de plusieurs forces. 

Quand plusieurs forces appliquees simultanement a un 
point materiel en hepos , ne lui impriment aucun moui^ement , 
on dit que ces forces sowt ek ^quilibre ou se fokt ^quilibre 
sur le point auquel elles sont appliquees, 

Proprietes des forces en equiiibre, 

240. La resultantc de- plusieurs forces en equilibre est 
nulle; et reciproquement quand la resultante de plusieurs 

forces est nulle, ces forces sont en equilibre*, 23o 

241 . Les conditions de Vequilibre sont independantes du 
point materiel sur lequel les forces s'exercent *. 23i 



(*) Voycz a la fin dc la K" partie, Excrciccs proposes, n® 5. 



/ 
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242. On ne change pas la resultante de plusieurs forces 
a36 en ajoutant ou en supprimant des forces en equilibre *. 

243. On ne change pas le tnouv^ement d'un point materiel 
en ajoutant ou en enlei^ant des forces en equilibre au groupe 

a37 de celles qui produisent le mouv^ement *. 

244. Pour que des forces soient en equilibre^ il faul et il 
suffit quapres en avoir forme diK^ers groupes et avoir rem^ 
place les forces de chaque groupe par leur resultant e , toutes 

236 les resultantcs obtenues soient en equilibre *. 
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GHAPITRE VI. 

^L^ENTS QUI EUTREIiIT DAHS LA DEFINITION MAfH^IMATIQUE 
d'uNE FORGE CONSTANTS. MESURE DES FORCES CONSTANTES. 



§ I. — Elements qui entrent dans la definition mathematiqae 

d'une force constante. 

245. Les elements qui entrent dans la definition d'une force 
constante sont au nonibre de quatre. 

Quatre elements entrent dans la definition d'une force con- 
stante* : 1° le point d' application, i^ la direction, 3° le sens, 212 
4° la grandeur ou Tintensite. 

246. Definition du point d' application . 

Le point d'application d^une force constante est le point 
mathematique av^ec lequel se confond le point materiel sur 
lequel cette fofve s'exerce, 

247. Definition de la direction. 

La direction (tune force constante est celle du mouv^ement 
rectiligne el uniformement varie que cette force imprime a un 
point materiel en repos *. 21 3 

248. Definition du sens, 

Le sens d*une force constante est celuidu moui^ement rec^ 
tiligne et uniformement varie que cette force imprime a un 
^ point materiel en repos*, 213 

249. Remarque sur la direction et le sens des forces 

oonstantes , 

On admet qu^un point materiel n'entre pour ricn dans la 
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direction du mouvemeiit f|ui lui esl i-otnniuniqu<: par uiie force 
constantc, et, parconBequent, que tous les poirtls niaiert'els en 
repos prenneiit, sous rinfluence d'une m^me force constanie, 
des mouvemenis lie m€me direction et de mSmc sens. 

2S0. Une force constante a la mgme direction et le m^ine 
sens que t acceleration instantanee ou moyenne ties diffe- 
rents mouvenienls reclilignes ou paraboliques produits par 
cette force. 

Cette propriele resuUe immediatement dece qui a ele dit 
aux n-'SlSetaie. 

251. Remarque surla grandeur ou Vintensiie des forces 

conMantes. 
L'idee de la grandeur on de I'intensile des forces couslanies 
esl une notion simple qui nous vient- de I'exp^rience, mais 
qui n'est pas susceptible de deiiniiion. On ne peul defiuir que 
la tnesure dc I'inlensite des forces. Pour ^ela il faut (Nole I) 
indiqucr avcc soin ce qu'on enlcnd par forces egales ct par 
e de plusicurs forces. 



g II. — Hesnre de la grandeur oa de I'intansite des forces 
coDstantes. 

2b2. Forces constanles de m^me intcnsite. 
Deux forces constanles de direction quclconque sont dites 
cgales en intensile ou simplenient egales , lorsqueles mouve- 
ments rectilignes el uniformement varies qiiclles iniprimenl 
respeclivctnent h un mSme point materiel en repos*, out des 
iiccelerations de mSme grandeur. 

2S3. Remarque sur la definition precedente. 

La notion dc I'egalite dedeus forces constantes est ind^pen- 

'l;inlc du point materiel sur lequel Ics forces s'exercent. En 

flirt, il rdsultc dc ce qnl a cie admis an n" 23i que si deux 
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forces iinpriment un m^me mouvemcut a uii point materiel 
en repos, ces forces imprimeDt aussi un m^me mouvemeut a 
tout aiutre point materiel en repos. 

2o4. Somme de plusieurs forces constantes. 

La somme de plusieurs forces constantes ay ant des direc- 
tions quelcQftgues , est la force qui produit sur un point ma- 
teriel en repos le m£me moui^ement quune sen'e de foi^ces 
simultanees egales respectii^ement aux forces donnees , mais 
ayant toutes la meme direction et le meme sens, 

255. La somme de plusieurs forces constantes est une force 

constante, 

II suflit de faire voir *** que si des forces commuoiquenl , 25/1,21.3,214 
en agissant separement, des mouvements rectilignes et unifor- 
mement varies de meme direction et de meme sens a un point 
materiel en repos 9 ces forces communiquent au m£me point 
un mouvement uniformement varie, en agissant simultane- 
ment. Or soient 

I I I 

Sx=.-Wx t\ Jj = - «'j/% S^ = - «'3^% . . . , 

2 2 2 

les equations des mouvements produits par les forces donnees , 
lorsqu*elles agissent separement, I'equation du mouvement 
produit par les memes forces lorsqu'elles agisscnt siniultane- 
ment, c'est-J-dire Tequation du mouvement resultant des pre- 
miers *, sera 2291 

1 

S = -(«', -H WjH- (V3 -4- . . .)f'*; 177 

done, etc. 

On pent ajouter que Tacceleration du mouvement produit 
par la somme de plusieurs forces constantes est la somme des 
accelerations des mouvements produits par ces forces. 

256. Produil d* une force par unnombreentier, une fraction, 
un nombre incommensurable ,• rapport de deux forces. 

Ayanldcfini la somme de plusieurs forces constantes, on a, 
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par la meme, une idee nelle du produit d'une force coiistante 
par un nombre entier, par une fraction (*) , par un nombre in- 
commensurable ; puis du rapporl de deux forces constantes 
quelconques (Note I). 

257. Unite de force ^ mesure des forces conHantes. 

II ne nous reste plus , pour acquerir la notion de la mesure 
des forces constantes , qu'a fixer la force particulifere qui a ete 
prise pour unite. 

Quoique les forces elementaires soient reellement les seules 

200 dt)nt nous admettions Texistence *, il est neanmoins impossible 
de choisir I'une d'elles pour unile, parce qu'alors les forces 

200 naturelles *, que Ton rencontre toujours dans les applications, 
seraient exprimees par des nombres exlrememenl grands. Nous 
prendrons done I'unite de force parmi les forces naturelles. 

220 Or, on a vu plus haut * que lous les points materiels etaient 
consideres comme sou mis a une force conslante que nous avons 

254 appelee leur poids. Le poids d'un corps est la somme* des poids 
de tons les points materiels (entendus ici comme molecules) 
qui composent ce corps. Cela pose, on a choisi pour unite de 
force le kilogramme , c'est-a-dire le poids d\in litre d'eau 
distillee prise a la temperature -4- /\^ pour laquelle le poids 
de ce fluide est le plus grand sous le meme volume, De la 
resulte que ; 

La mesure de Vintensite d' une force constante est le nombre 
entier, fractionnaire ou incommensurable, qui indique le rap- 
port de cette force au kilogramme. 



(*) Le produit d'une force /par la fraciion — est la somme de /j;, forces 

cgales aux forces f qui, prises en nombre /?„ donnenty pour somme. Pour bicn 
coraprcndre cette definition , comme on n'a dcfini jusqn'ici que la somme des 
forces constantes, il faut savoir que les forces 53 sont constantes. Or, il resulte 
du n® 2SS que les forces 9? impriment a un point materiel en repos, un mou- 

vcment uniformcment varie dont 1 'acceleration est la /?'*'"* partie de raccelc- 

ration du niouvemcnt produit par la force./. 



V' 
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CHAPITIiE VII. 

COMPARAISON DES FORCES CONSTANTES AU MOVEN DES MOUVE 
MENTS Qu'eLLES PRODUISENT. MASSE d'uN POINT MATERIEL. 



§ I. — Gomparaison des forces constantes au moyen des mouve- 

ments qu'elles produisent. 

258. D'lfferenls moyens fie comparer les forces constantes. 

C'est en equilibrant * les forces constantes sur certaiues a39 
machines , telles que le levier, la balance, les- dynamom^tres , 
que I'on determine le plus simplement le rappprt de ces forces. 
Mais on peut deduireaussi de la consideration du mouvcmcn t 
un mode de comparaison , comme cela resulle de la propriete 
suivante. 

259. Deux forces constantes ft et fj appliquees successwement 
a un mdme point materiel en repos lui communiquent des 
mom^emenls recfi/ignas et uniformement varies *, dont les ^i3 
accelerations Wi et Wa ont un rapport cgal a celui des 
forces, 

Nous distinguerons trois cas. i^\ La force yi est un multiple 
enlier jtT/j deyi, Dans ce cas Tacceleration \v^ est egale a celle 
du mouvement que produisent p forces simultanees de memc 
direction et de merae sens et ayant la meme intensite que/i *;^ ^55 
mais Tacceleration de ce dernier mouvement est pw^ *, done 255 

Wy^=pW2y d Oil — Z=p=-' 

31°. Les forces y^i et/g ont un rapport fractionnaire — • Soit (p 

Pi 

la force constante * qui represente la ^"""^ panic de /s . de '^50 



A 
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facon que Ton ait 

/, = y^j (p , par consequent , f,=zp,f^. 

En appelant w I'acceleralion du mouvement reetiligne et uni- 
formement varie que communique au point consider^ la force 
(p, on aura, d'apres le premier cas, 

1 ^\ P\ f\ 

w, =/?, w, M/j^rDjw, done — = '— = '-. 

Wj IH ft 

3°. f^ et^j ont un rapport incommensurable. La demons- 
tration est identique a celle qui a ete donnee, dans deux cir- 
conslances analogues {i)oyez les n°* 55 et 75). 

260. Extension de la propriete precedents 

Le theoreme pcec^dent s'applique au cas ou, au lieu de con- 
siderer les mouvements rectilignes et uniformement varies 
produits par les forces sur un point materiel en repos , on 
prend les mouvements paraboliques obtenus en supposant le 
point animc d'une vitesse initiale. Cela resulte de ce qui a 
ete dit au n° 215. Ainsi deux forces constantes sont dans Ic 
iii^me rapport que les accelerations instantanees et aussi dans 
2iG Ig mSme rapport que les accelerations moyennes * des mou- 
{Yemenis rectilignes ou paraboliques que ces forces imprimcnt 
a un meme point materiel. 

§ U. — Masse d'un point materiel. 

261. Definition de la masse, 

a6o Nous venous de voir* qu'en appelant yi elf les intensitcs 
de deux forces constantes et w^ ^w^ les accelerations instanta- 
nees ou moyennes des mouvements que ces forces impriment 
a un m6me point materiel , on a 
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Le premier membre est le rappori de deux forces , entendu 
comme on I'a dil au n" 256; mais rien n'emp^che de le regar- 
der comme le rapport des nombres qui servent de mesure 
aux intensiles des forces (voyez Note 1); alors on peul tirer 
de la relation precedente 

mesure de /^ mesure de /^ 



Wi Wi 



•2 



et Ton voit que, pourvu que Ton considere toujours le meme 
point materiel , le rapport du nombre qui mesure la force con- 
stante a Tacceleralion du mouvement que cette force produit, 
est toujours le m^me. Si Ton considerait des points maleriels 
differents , le rapport dont il s'agit ne conserverait plus la 
m^me valeur; en effet, Texperience montre que des cor/75 dif- 
ferents sous Tinfluence d'une m^me force naturelle prennent 
des mouvements diflerents et on est en droit de conclure que 
des points materiels diff<^rents solli cites par une meme force 
elementaire prennent aussi des mouvements differents. Cela 
pose, on appelle masse d'un point materiel y le rapport , con- 
stant pour un meme point materiel, mais variable {fun point 
materiel a un autrcj qui existe entre la mesure (Tune force 
constante et Vacceleration instantanee ou moyenne du mou- 
i^ement rectiligne ou paraholique que cetle force imprime. En 
appelant m ce rapport , on a 

— = m, 

w 

De la on tire 

on pent done dire, encore : la mesure d* une force constante 
est le produit de la masse dun point materiel par Vaccele- 
ration du mouv^ement rectiligne ou paraholique que cette force 
communique au point materiel, 

262. La masse d'un point materiel est le rapport du poids 

de ce point a g. 

On sait qu'un point materiel prend , sous rinttuence de son 
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I'll poids, uii mouvement dont I'acceleralion est g' *. Done, en 
aOi appelant p le poids et m la masse, on a * 

p 
m = - et p:=mg, 

Ges deux relations perraetteut de determiner la masse quand 
le poids est connu, ou reciproquementd'avoirle poids quand la 
masse est donnee. 
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CHAPITRE VIII. 

DES MASSES CONSIDl^Rl^ES COMME GRANDEURS. 



263. La masse est quelquefois consideree comme une grandeur. 

La masse , suivant la definition qu'on en a donn^ au chapitre pr^cMent, 
est un nombre qui depend des nombres repr^ntant la force et Tacc^le- 
ration , et qui , par cons^uent, varie avec I'unit^ de force , Tunit^ de lon- 
gueur et Tunite de temps. Tel n'est pas toujours le point de vue auquel 
on se place. On regarde quelquefois la masse comme une nouvelle gran- 
deur, comme la faculty qu'a un corps d'exiger une force plus ou moins 
grande pour prendre un mouvement d6termin6 , et alors admettant k priori 
la notion de la masse , on se borne k d^finir 1^ mesure des masses. Pour 
cela on indique avec soin (Note I) ce qu'on entend par masses ^ales et 
par somme de plusieurs masses. 

264. Definition des masses egules* 

On dit que deux points materiels ont des masses egales, lorsque dcujc 

forces constantes de meme intehsite *, appUquees succrssivement a ccs 'iSa 
points en repos , leur commur^iquent des mouvements rectilignes et uni- 

formement varies *, dont les accelerations' ont la mdme grandeur, 1 \ 3 

265. Remarque sur la definition de Pegalite des masses. 

La notion de T^lit^ des masses est independante de la force constante 
que Ton applique k ces masses. En d'autres termes , si deux masses pren- 
nent un m6me mouvement sous Tinfluence de deux forces constantes de 
mdme intensity, elles prendront aussi un mSme mouvement sous Tin- 
fluence de deux autres forces constantes de m^me intensity. C'est ce qui 
resulte du n^ 259. 

266. Definition tie la somme de plusieurs masses. 

La masse (Tun point materiel est egale a la somme des masses dc plu- 
sieurs autres points materiels quand la force constante qui communique 
ail premier point un certain mouvement est la somme * des forces constantes 2 54 
qui communiquent le meme mouvement aux autres points, 

I, ^ 10 
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267. Reniarqiic siir la definition de hi sonime des masses. 

La notion de la somme de plusieurs. masses est ind^pendante du mou- 
vement communique a ces masses. En d'autres termes , si la force con- 
stante qui communique un certain mouvement a un point materiel est la 
somme des forces consiantes qui communiquent le m6me mouvement a 
plusieurs autres points mat^riels , la force constante qui communiquera 
un autre mouvement au premier point sera aussi la sennne des forces 
constantes qui communiqueront ce second mouvement aux autres points. 
C'est ce qui resulte du n** 259. 

268. Pfxxluit tViine masse par un nomhre entier, une fraction, un nombre 
incommensurable, — Rapport de deux masses, 

Ayant defini la somme de plusieurs masses , on a par la mtoe une 
idee nette du produit d'une masse par un nombre entier, par une frac- 
tion , par un nombre incommensurable ; puis du rapport de deux masses 
quelconques [noir Note I). 

Ces definitions admises, on d^montre ais6ment les th6or6mes suivants. 

269. Si deujc forces constantes f, et f, respectif>ement appliquees a deux 
points materiels dont les masses m, et m^ sont differentes , communiquent 
a ces points des mouvements rectilignes et uniformement varies de meme 
acceleration, le rapport des forces sera egal a celui des masses. 

Nous distinguerons trois cas. 

1**. La masse w, estun multiple entier pm^ de la masse m.^. Dans ce cas, 
la force /, , qui produit sur le point materiel de masse /w, le m6me mouve- 
ment que la force /^ sur le point de masse VWj, est la somme dey:» forces 
2G6 ^gales ^ //. Donc/j est egal k pf, et Ton a 

f. m. 

2.°. Le rapport de m^ a/w, est une fraction — • Soit [i la />!*'"* parlie 

Pi 
de m^ , de fa^n que m^ — p^^^ et par suite m, = /?, /a. Appelons <p la force 

qui produit sur un point materiel de masse f* lem^me mouvement que 

les forces/, et/ sur les points materiels de masse w, et m^. On a , d'apr^s 

le premier cas , 

fi = Pi^y / = at; - 

done 

/ P, '''2 

3°. Les masses ont un rapport incommensurable. La demonstration est 
identique k celle que nous avons donn^e dans deux circonstances ana- 
logues (vovez les n"** SS, 75.) 
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270. Si deux forces constantes f, et f^ , respectivement appliquees a deux 
points materiels dont les masses m, et rrij sont differentes, communiquent 

a ces points des mouvementsrectiUgnes et uniformement varies differents, 

f 
ayant w, et Wj pour accelerations , le rapport ^ des forces sera egal au 

produit du rapport — ' des masses par le rapport — i des accelerations, 

Soit ^3 la force constante qui , appliquee au point materiel de masse /w, , 
communique a ce point un mouvement rectiligne et uniformement varie , 
ayant w^ pour acceleration; on aura 

4=11;^*, puis {' = ^*, ' .«59, 269 

^3 "2 Jl '''2 



d'ou, en multipiiant, 



C. Q. P. D. 



274 . , Remarque sur les th^oremes precedents. 

On a suppose dans les demonstrations precedentes que les points etaient 
en repos quand les forces leur etaient appliquees ; mais en se rappelant 
ce qui a ete dit au n'^SiS, on reconnatt que les theoremes s'etendent 
au cas ou les points materiels ont des vitesses initiales. 

272. La mesure de la masse est egale au produit de la mesure de la force 
par r acceleration, quand on prend une unite de masse convenable, 

Reprenons la relation 

T~m 7^ ' ^"^ 

et,-choisissant pour unite de masse la masse du point materiel qui, sous 
I'influence d'une force egale au kilogramme , prend un mouvement ayant i 
pour acceleration, faisons /j = i''", w^^i, d'ou m.^ egale a I'unite de 
masse , nous aurons 

1 /. J J, , 1 ■ mesure de/l 

mesure aef = mesure de /w, x «', , d ou mesure aeni^ = — 



^1 



Ainsi, comme nous I'avons obtenu d'une autre maniere*, la masse 261 
(evaluee en nombre) d'un point materiel est egale au rapport de la force 
constante (evaluee en nombre) qui sollicite ce point a Tacceieration du 
mouvement rectiligne ou parabolique qui lui est communique. On en con- 
clut, comme on sait *, que la masse d'un point materiel est egale au rap- ^G^ 
port du poids k g. 

10. 
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273. RrmiiniHf mr runite dt masse. 

On vienl de dire que la masse prise pour unite est celle du [wiut materiel 
qui, sous I'induence d'une force ^ale h i kilogramme, prend un mouvement 
ayant i pour acceleration. Or on ne peut que concevoir un pared point 
materiel, car en r^akl^ les points raat^riels ne sont jamais Eoumis qu'a 

200 des forces eiemenlaires ' dont les rapports an kilogramme sont du mSme 
ordre de grandeur que les dimensions des molecules ; mais on peut irou- 
ver un wrps ayant une masse ^gale k I'unite. Pour cela , remarquons que 
la masse d'un corps est la somme des masses des jKiinls mat6riels (en- 
lendus ici comme moleeutes) qui le composent; done la mesure de la 
masse d'un corps est la somme des mesurfis des masses de ses difT^renls 
points mat^riels ; mais la mesure de la masse d'un point materiel est ^gale 

372 au rapport de son poids it g*; done la mesure de la masse dun corps 
sera le rapport de la somme des poids des points mat^riels qui composent 

aSj ce corps ou du poids du corps* k g. Cela £tant, si I'on consid^re^ litres 
d'eau distill^e k la temperature + 4°7 dont ie poids en kilogrammes est 
6galSg, la masse decea^ litres d'eau sera egalei 1. Ainsi I'unit^ de masse 
est celle de g litres d'eau distill6e a la temperature -i- 4°- 
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CHAPITRE IX. 

INTRODUCTION DE LA MASSE DANS LES EQUATIONS DES MOUVE- 

MENTS PRODUITS PAR LES FORCES COJNSTANTES. NOTIONS 

1*^ SUR LA QUANTITY DE MOUVEMENT ET LA PUISSANCE VIVE 
DES POINTS MAT^RIELS EN MOUVEMENT 5 2^ SUR l'iMPULSION 
ET LE TRAVAIL DES FORCES CONST ANTES. 



§ I. — Introduction de la masse dans les equations des mouve- 
ments produits par les forces constantes. 

274. Nous avons vu que Ic mouvemenl produit par une 
force constante est ou rectiligne ou parabolique et que dans les 
deux cas Facceleralion a une valeur constante**. Quand le iii3,'2i5 
mouvement est rectiligne, si Ton choisit convenablement 
I'origine des t et des 5 , on a 

2 

d'oii Ton tire, pour la vitesse, 

v= wt. 

Quand le mouvement est parabolique, si on le rapporle a 
certains axes et qu'on prenne en outre une origine de temps 

convenable , on a 

I 

x=z at. r = - w'^" > 

d'ou Ton lire pour les projections de la vilesse sur I'axe des x . 
eisur I'axedesj^*, 1^7 

et pour la vilesse elle-meme*, 7 

V =. (flf2 4- w^t^ 4- 2 am cos a)% 
a elant Tangle des axes. Representons maintenant par / la 
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mes'urede la force conslante el par ni la masse du point mate- 
riel, OD sait que 

/ * 
261 /=mWf d'oii (P = ^ t 

m 

si toutefois w est positif , ce qu'on peui supposer. Substituant 
dans les equations ci-dessus , il vient 



= r^^ 



(.) .. = /.. 

pour le cas du mouvement rectiligne, et 
(3) . = «., r = -^ii\ 



(4) ., = a, ^r-T'^ ^=(«'-^-^,^ 



»^ :lf ca$« IS 

m ' \ m* m 



pour le cas du mouvement parabolique. 

Nous allons deduire de ces equations deux theoremes impor- 
tants. 

§ II. — Quantite de moinrement et puissance vive d'un point materiel 
en mpuvement. — Impulsion et travail des forces constantes. 

275. Definition de la quantile de moui^ement. 

Quand un point materiel se meut, on appelle quantite de 
moinrement du point materiel k V instant t, la droite qui a 
la m^me direction et le mdme sens que la vitesse a cet instant, 
et dont la longueur est le pr^duit de la vitesse par la masse 
du point materiel. 

276. Remarque, 

Les quantites de mouvement etant des droites de longueur, 
de direction et de sens determines , on pent projeter des quan- 
tites de mouvement sur un axe ou sur un plan, composer* ou 
decomposer des quanliles de mouvement, et ces operations 
doivcnt etrc cnteiiducs comme dans T introduction. 



277. Definition de la fnmsanve vivt-, 

Qiiand un point, materiel est en inouveincnt , on appelte 
puissance vive du point materiel a I'instant t le nombrb ob- 
tenn en mullipliant par la masse la moitie tin carre fie la 
vil.esse a cet instant. 

278, Definition de i'impulsion d'une/orce constante. 

On appelle impulsion d' line force constante coircspondaiit 
h Vintervalle de temps T, la droite (jui a la mSme direction 
ct le mSme sens que lajorce et dont la longueur est egale aii 
produit de lajorce, par le lempsT. 

279. Remarque. 
Les impulsions des Torces, commc loutcs les droiles de lun- 
gucur, de direction ei de sensdelermines, jieuvetii elre pro- 
jeiees sur un axe on sur un plan , tlvc romposees ou decompo- 
sces, conformement aux regies derintroduction. 

280. Definition du travail des forces conslantes . 

Quand une force constante est appliquee a un point mate- 
riel en mouvement , oii appelle travail de la force pour un cer- 
tain deplacement du point d'applit'ation, le nombre positif 
ou negatifobtenu en mullipliant I'intensite de la force par 
la projection orthogonale [positive ou negatiwe*) du deplace- 
meat du point d' application sur la direction de la force. 

281 . rh6oreme de Veffet de I 'impulsion dans le cas des forces 
cogstantes. 

Quand un point materiel est en mouvement recliligne* ou 
parabolique* sous Vinfluence d' une force constante, la quan- . 
tite de mouuement a I'instant tj composee avcc la quanlite 
de mouvement A I'instant l, <[ tj prise en sens eontraire, 
donne pour resullante I'impulsion tie la force corres/Hindant 
au temps i, — t, compris enire I, cl tj. 
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1^. Supposons d'abord le mouvement rectiligne. Dans ce 
cas on reconnait de suite que I'impulsion pour le temps t^ — /j 
a la m^me direction que la r^sultante obtenue en composant 
la quantite de mouvement a Fins tan t t^ avee la quantity de 
mouvement a Tinstant t^ prise en sens contraire. II suffit done 
de d^montrer que la longueur de cette r^sultante (prise avec 
son signe) , e'est-a-dire ici la difference entre la quantite de 
mouvement a Tinstant l^ et la quantite de mouvement a Tin- 
slant ti est egale a la longueur de F impulsion (prise avec sotf 
signe). Or, si nous appelons ^j la vitesse a Finstant t^ , v^ 1^ 
274 vitesse a Finstant t^ , Fequation (2) * donne 

d'ou . 

#wp, — mp, z=zf(t^ — f,). ■ c. Q. F. D. 

2*^. Supposons le mouvement parabolique, en appelant ^x)\ 9 
[y^x les projections sur les axes de la vitesse a Finstant tx ; 
(*^x)25 ^y)^ les projections sur les axes de la vitesse a Finstant 
^74 ^J9 on aura, d'apres les equations (4)*^ 

d'ou 

Or, m (m^)^ — m (p^)i et m (t^j,), — m (f^^), sont respective- 

22 ment* les projections sur Faxe des x et sur Faxe des y de la 

resultante obtenue en' composant }a quantite de mouvement a 

Finstant t^ avec la quantite de mouvement a Finstant t^ prise 

en sens contraire, done ces projections sont egales a celles de 

21 Fimpulsion pendant le temps t^ — f j , done*, etc. 

'282 « Theoreme de Veffet du tfnt^ail dans le cas des forces 

cons tan tes, 

ai3 QUand un point materiel est en mouv^ement rectiligne^ ou 

21 5 parabolique"^ sous V influence d'une force constanie, la 

difference des puissances vii^es hV instantly et a V instant 

U <C U est cgale au tras^ail de la force pour le deplacement 

qui a lieu entrc ces deux instants. 
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1*^. Considcrons d'abord le cas du mouvement rcciiligne. 
Appelant s^ el ^i les valcurs de j et de ^^ a Tiiislant t^ 5 s^ et f^j 
les valeurs des 5 et des u a I'instant fs, on a^ 274 

2 /w /w 1 m m 

de la on tire 

^ m m 



puis 



- mp\ mvl z=f(si — 5,). c. Q. F. D. 

2*2^ ' 



Passous au'cas du mouvement parabolique. AppelonsXi, 
/i, f^i les valeurs de x^y^ v k Tinstant t^ 5 JCj,/j? •'j les valeurs 
Aex^Y^v k Tinstant t^ , nous aurons * 274 

2 w /w* m 

1 / , , , /'^\ A 

JTj = orj, ra = t\y P\=z a^ -{- A- 4- 2 £1 — COS a. 

2 m m* /w 
De la on lire 

* , ^>fr\ 2 /jTi cos a _ . 2 /Va 2^r, cos a 

m m mm 

Puis 

- mv\ —.- //fi^J =:/[/, —J, 4- (;?:, — X,) cos a]. 
2 2 

Or, jf^ — J^i -f- ( JTj — x^ cos a est la projection orthogonale sur 
Taxe desy ou sur la direction de la forcey de la droite qui va 
du point (xj , ^1 ) au point ( jc, , J^« ) ? done 

est le travail de la force y*correspondant au deplacement qui 
a lieu entre les deux instants t^ et U^ done , etc. ^ 
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CHAPITRE X. 

FORCES VARIABLES. — INTENSITY, DIRECTION ET SEJNS. 

RELATTOW ENTRE UWE FORCE VARIABLE ET l' ACCELERATION 
DU MOUVEMENT Qu'eLLE PRODUIT. 



283. Definition des forces variables. 

2IO On dit qu'une force est variable, lorsque, en determinant* 

a tons les instants ^i, ^2, ts, . . . , les mouvements que la forco 
produirait sur un point materiel sans vitesse, on trouve des 
mouvements qui ne sont pas identiques. 

284. Remarque sur rintensite, la direction et le sens des 

forces variables. 

Ce n'est que pour les forces constantes que nous pouvons 

'^57 jusqu'ici nous faire une idee nette de Tintensite*, de la direc- 

a48, 247 tion* et du sens*. Pour acquerir la meme connaissance relati- 

vement aux forces variables, il faut done chercher a rattaclier 

celles-ci aux forces constantes. On y parvient de la maniere 

suivante. 

285. Valiiur moyenne d* une force variable pour un certain 

intervfalle de temps. 

Soit une force variable qui communique a un point ma- 
teriel un moflyement rectiligne ou curviligne quelconque; 
supposons que pendant le temps T, compte a parti r de Tin- 

slant f , celte force amene le mobile 

de M en M' et transforme la vitesse 

MV enM'V'5 nous pourrons tou- 

jours trouver une force constante qui , en s'exer9ant a Tinslant 

t sur le point materiel place en M avec la vitesse MV, ferait 

acquerir a ce point, au bout du temps T, une vitesse egalc en 
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grandeur, direction et sens a M'V, sans d'ailleurs amener ne- 
cessairemeni lie point materiel dans la ppsition M' (*). Cette 
foree cons tan te est ce qu'on appelle la valeur moyenne de la 
force variable pour Fintervalle de tenvps T. 

286. Intensite moyenne, direction moyenne et sens moyen 
SCune force variable pour un certairi intervalle de temps. 

La valeur movenne d'une force variable pour le temps T 
etantune force constante, admet une intensite*, une direction* 267, 247 
et un sens * determines, qui sont respect ivement Tintensite 248 
moyenne, la direction moyenne et le sens moyen de la force 
variable pour le m^me temps. 

287. Valeur, intensite, direction et sens d* une force variable 

a chaque instant, 

Laissant fixe Torigine t du temps T, faisons decroilre ce 
temps indefiniment, la valeur moyenne de la force variable 
pour le temps T, definie au n° 285, deviendra k la limite ee 
que nous appellerons la valeur de la force a Tinstant f ; et Tin- 
tensite, la direction A le sens de cette limited c'esi-a-di re les 
limites de Tintensile moyenne, de la direction moyenne et du 
sens moyen seronl I'intensite , la direction el le sens de la force 
variable au m^me instant /. 

288. Relation entre unejorce et V acceleration du mouvement 

quelle produit. 

Une force variable a , a chaque instant, pour direction et 
pour sens la direction et le sens de V acceleration du mou^c- 



{*) L'existence de cette force constante ne saurait ^re douteuse. Remarqaons, 
en effet, qu'en nous donnant a deux inslants < et < + T la vitesse du mouvement 
que determine la force constante, nous connaissons par la meme Tacceleration 
moyenne de ce mouvement*, et, par suite, la force en grandeur*, direction et i4o, 261 
sens *. 25o 
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mentque la force produit sur un point materiel en repos ou 

anime d'une vitesse initialcy et pour intensite le produit de 

la longueur de T acceleration par la inasse du point matenel. 

Considerons le mouvement produit par une force variable, 

et en meme temps le mouvement parabolique du a Tinfluence 

de la force constante que nous avons appelee la valeur moyenne 

de la force variable pour le temps T compris eutre Finstant t 

ct Finstant t -hT. Ces deux mouvements auront la meme vi- 

285 tesse a Finstant / et a Finstant f -i-T*^ done leurs accelerations 

i4o moyennes pour le temps T seront les m^mes*. Mais la force 

constante a pour direction et pour sens la direction et le sens 

de Facceleration moyenne du mouvement que cette force pro- 

^5o duit*, et pour intensity le produit de la longueur de I'accele- 

261 ration moyenne par la masse du point materiel*; d'un autre 

c6te, Fintensite, la direction et le sens de la force constante ne 

sont autres que Fintensit^ moyenne, la direction moyenne et 

28C le sens moyen de la force variable *. De la ce premier resultat : 

La direction moyenne et le sens moyen de la force variable 

pour le temps T ne sont antics que la direction et le sens de 

Vacceleration moyenne y pour le m€me temps y du moui^ement 

produit par cette force ^ de plus] Vintensite moyenne dela 

force est le produit de la longueur de V acceleration moyenne 

par la masse du point mo/ene/.Supposons main tenant que T 

d^croisse indefiniment et nous obtiendrons a la limite le resul- 

287, 141 tat enonce**. , 

289. Remarque sur la propriete precedente, 

Le theoreme prec^ent est de la plus grande importance. On 
voit quil, i:a.ro.eilQ imnjediatcment les deux probl^mes fonda- 
mentauxde la m^canique : trouverle mouy^ement connaissant 
la force, trouper la force connaissant le mouuementy a ces 
deux questions de cinema tique : trouver le mouvement con- 
Jiaissant V acceleration y trouper V acceleration connaissant le 
mouvement. Pour le moment, nous nous bornerons a deduire 
de ce tli^oreme les consequences suivantes. 
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290. Prop net es pat^iculieres des mouvements produits par 

certaines forces, 

1^. Si la direction de la force est constamment parallele a 
un axe X'X , et si la vitesse est a un certain instant parallele a 
cet axe, le niouvement aura lieu sur une droite parallile a X'X 
(consequence du n° 165). 

2^. Si la direction de la force est constamment parallele a 
un plan TZ, et si la vitesse est a un certain instant parallele a 
ce plan , le mouvement aura lieu dans un plan parallele a YZ 
(consequence du n*^ 166). 
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CHAPITRE XI. 

REPRESENTATION GlfeOMl&TRlQUE DES FORCES. COMPOSITION 

ET iQUILIBRE DES FORCES APPLIQxJfeES A UN MEME POINT 

MATERIEL. COMPOSANTES DE LA FORCE QUI PRODUIT LE 

MOUVEMENT d'uN POINT MATERIEL. 



§ I. — Representation geometrique des forces. 

29 1 . Definilion de la representation geometrique dune force . 

Pour dednir commodemenl les differents elements qu'on doit 
considerer dans les forces et pouvoir en oncer les proprietes 
de celles-ci sous la forme nette et precise qui caracterise les 
propositions de geometric, nous conviendrons, dans ce qui 
va'suivre, de representer une force par une droite ayant une 
longueur, une direction et un sens determines. Cette droite, 
que nous appellerons la representation geometrique de la 
force f sera assujettie aux conditions suivantes : i** son ori- 
gine sera le point d* application de la force; 2° sa direction 
et son sens indiqueront la direction et le sens de la force -y 
3° la mesure de sa longueur [par rapport a une unite arbi- 
traire) sera la mesure de l* in I ensile de la force. 

292. Remarque, 

Quand une force est constante , la droite qui la representc 
en grandeur, direc^on et sens est toujours la meme. Si la force 
est variable, sa representation geometrique Test aussi \ mais 
cette representation a a chaque instant une longueur, une di- 
rection et un sens determines. 

293. j4utre remarque. 

Souvent dans le discours on emploie le uioi force dans le 
meme sens que representation geometrique de la force ; c'est 
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ainsi que Ton dit forces paralliles , forces concourantes , forces 
situees dans un meme plan , forces faisant entre elles ou avec 
Jes directions 6xes dcs angles donnes, etc., etc. Le lecteur, 
une fois averti, n'eprouvera aucune difficulte pour retablir 
le veritable sens de ces locutions. 

294. Representation geometrique cF une force au nioyen de 

r acceleration du mouv^ement qiielle produit. 

II resulte de la propriele demonlree au n° 288 que pour avoir 
a chaque instant la representation geometrique d'une force, il 
suflSt de multiplier la longueur de Facceleration du mouvement 
que produit la force par la masse du point materiel , sans chan- 
ger d'ailleurs ni la direction ni le sens de cette acceleration. 

§ II. — Composition des forces appliqnees a un memo point 

materiel. 

295. Relation entre les representations geomctriques de phi- 
sieurs Jorces ct la representation geometrique de leurresul- 
tante, 

Le mouvement produit par la resultante de plusieurs forces 
sur un point materiel en repos est le mouvement resultant des 
mouvements respectivement communiques par ces forces au 
meme point*. Done I'acceleration dans le mouvement du a. la ^33 
resultante est la resultante des accelerations dans les mouve- 
ments dus aux composantes * ; et, par suite, la representation 184 
geometrique de la resultante est constamment la resultante des 
representations des composantes ** . 294, 5 

Ainsi, apres avoir substitue aux forces leur representation 
geometrique, les questions relatives a la composition et a la de- 
composition des forces se ramfenent aux questions analogues 
relatives a la composition et a la 'decomposition des droites. On 
deduit de la, en se rappelant ce qui a ete dit dans I'introduc- 
tion, les consequences suivantes : 

296. La resultante de deux forces appliquees a un m^me 
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point materiel a pour representation geometriquc la diago- 
nale du parallelo gramme construit sur les representations 

7 geometriques des composantes* . 

297. Consequence de la proprieie precedents 

La propriete precedente founiit le iiioyen de decomposer 
uiie force en deux, donl I'une soil parallele a une droite et 
i4 I'aulre parallele a un plan *. 

298. La result ante de trois forces quelconques appliquees 
aun mdme point materiel a pour representation geometriquc 
la diagonale du parallellpipede construit sur les representa- 

8 lions geometriques des com posantes^, 

299. Consequence de la propriete precedente. 

La propriete precedente fournii le moyeii de decomposer une 
force en trois qui soient paralleles a des directions donnees ou 
i5, i6 qui passent par trois points donnes**. 

30O. La resuUante d'un nombre quelconque deforces ap- 
pliquees a un nvBme point materiel a pour representation geo- 
metriquc la droite quiferme le polygone obtenu en placant 
bout a bout les representations geometriques des compo- 
I santes *. 

^01. La representation geometnque de la resultant e d^un 
nombre quelconque de forces de mdme direction appliquees 
a un meme point materiel, a : \^ pour longueur la somme 
des representations geometriques des forces dirigees dans un 
sens diminue de la somme des representations geometriques 
des forces dirigees en sens contraire; 7? la mSme direction que 
les representations geometriques de toutes les composantes ; 
Z^ le meme sens que les representations geometriques de 
c) meme sens qui fournissent la plus grande somme* (*), 



(*) Ce resultat est d'accord , comme ccla doit ^tre, avec la definition de la 
somme de plusieiirs forces que nous avons donnce au n^ 2^4. 
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302. Aatve enoncede la propriete precedenie, 

liOrsqu'on a a coiisi3erer une serie de forces de m^nie direc- 
tion, on coiwient de les representer par des nombres positifs 
ou n^gatifs dont les valeurs absolues sont les mesures des inten- 
sites des forces et dont les sjgnes sont -h ou -^ , suivaiit que 
les forces oht liii sens determine ou le sens oppose. Cela pose, 
on peut dire : Le nombre positif ou negatif qui correspond a 
/a resultaiite de plusieurs forces de mdme direction s est la 
iOinme algebrique des nombres positifs ou negatif s qui corres- * 
pondentaux composantes*. • a8 

303. Definition de la projection d* une force sur lin tixe ou 

sur ufi plan. 

On dppelle projection d'une force sur un aXe 6u sur un 
plan, la force qui a pour representdtion geometrique la pro- 
jection sur Vaxe ou sur le plan de la representation geome- 
trique de la force donnee. 

i)e cette definition deicoulent immediatement les proprietes 
suivantes : 

304. Si f est Vintensiie d^iine force et d V angle que cette 
fot*ce prolongee ddns son sens forme a%fec un axe X' X pro^ 
longe aussi dans son sens, le produit f cos a est le nombre , 
positif ou negatif qui represente en grandeur et en sens la 
projection de la force (sur Vaxe X' X*. 3i 

305. La projection sur un axe ou sur un plan de la resul- 
tante de plusieurs forces appliquees a un m^me point materiel 
est la resultante des projections sur le mSme axe ou sur le 
memo plan des projections des composantes**^ 7.1^ iy 

306. Le nombre positif ou negatif qui represente en gran^ 
deur et en sens da projection sur un axe de la resultante de 
plusieurs forces est egala lasomme algibrique des nombres 
positifs ou negatif s qiii representent les projections des com*- 
posantes**, 3o5, Soa 

I. II 
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Consequences de la propriete precedenie, 

3o6 On deduit de la derniere prapri^tc* deux consequences qui 
nous seront utiles plus tard. 

307^ Lasomme des nombres posiiifs ou negaiifs quirepre-^ 
sen tent en grandeur et en sens les projections de plusieurs 
farces sur la direction de la resultante de ces forces ^ nest auttv 
que la resultante elle-meme. 

308. La somme des nombres positifs ou negatifs qui repre" 
sentent en grandeur et en sens les projections de plusieurs 
forces sur une direction perpendiculaire h la resultante de ces 
forces, est egale h zero, 

309. Determination analytique de la resultante d'un nombte 

quelconque de forces, 

PiilEACiEBE 9fOLi3TioN. — Pfcnotis tfois axcs OX, OY, Otii for- 
mant un angle triedre quelconque. Decoroposons cfiacune des 

^99 forces donnees en trots dirigees siiivant ces axes*. Appelon» 
/i,x9/2,x,/3,xi- • .,/«,^r^ ^s ttombres positifs ou negatifs qui 

3o2 representent en graindeur et en sens"*^ les composantes paralle- 
les a OX ; f^y , f^^y ^f^^y y . . . ,/„,^ , les nou^res qui correspon- 
dent aiix composantes paralUles a0y5/,,,.,yi^,,/8^,,. . .,yi,,s* 

les nombres qui correspondent aux coraposantes paralUies aOL. 
Si nous formons les sommes 

nous obtiendrons les resultantes respectivcs d!es coraposantes 
paralUles a OX, des composantes paralleles a OY, des compd-^ 

3o2 santea parall^les a OZ*, et il suffira de composer ces trois re- 
sultante^ par la r^le du parallelipipede pour avoir la resul*' 

236 tante cherch^e*. 

Deux lEME solution. — Soieiu/1 ? /a ? yi , . . . ,y» , les compo- 



^ 
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sautes etF la resuhante, Considerotis toujours les uois axesOX, 
OY, OZ. Appelotts a, ^ A,, r, •, ai^ b^. e** ; a, ^ is ^ ^3 ^ - . . 5 o„ , 
^n^ <^n; A, B, C> les angles que forment les composanlcs etia 
resultante avec les parties positives des axes. Les produils 

/iCos/?,j /jcos/r,, /jCOSiSTa^ ,k, /iCOsa„> PcosA, 

representefont eti grandeur et en sens les projections orthogo'- 
nales sur Taxe OX des composantcs et de la resultante*, done 3o4 
on aura* 3oiS 

(i) F cos A=/i cos rt, •+-/t cos iti -h/9 cos ^3 -f- . . ^ -f-Ti cos «« 

= S/pCOS/I^. 

On a de m^me 

I F COS B = /, COS i, -h/. cosA, -+-/,cosij 4- . - . -4-/«cos A* 
^ ^' \ =2/^cos^^, 

^ ( F COS C =/ COS c, -h/j cose, -^ / cos c, 4-. ..-+-/, cos r^ 
) =2^5, cos c^. 

Pour deduire de ces equations les Valfeurs de t', cosA, cosB, 
cos C, reniarquons qtte si les axes etaienX rectangulaires en 
faisant la somme membre a membre des carres des egaliies (1) 
(2)^ (3), on aurait* " 5a 

F^ = 2 (/pY ■+- ^ 2///, ^osO^ ; 

mais la valeur de F doit 6ire independante des axes, done ceite 

valeur est ^ dans tous les cas, celle que fournit Tegalile pnW- 

dentc. P etant connue, on a ensuite 

f 

l/pcos^?- ^ Z^cos^, ^ 2/icos/*- 

cosA = -4^^-= — ^ i cosB — -^^^- — ^ , cosC = -^^ — ^v 
r r F 



§ m. — £quiliblre de)i forctsis at)pliqtiee6 a Un meme'point materitBL 

310fc Premiere condition de VequiUbrc, 

D'apres les proprietes demonlrees aiix ti""^ 240 et 3()0^ 
Une condition n^ceSSaire et suffisanlc de I'equilibre est que : 
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en placant bout h bout les representations geomettiques des 
forces, on obtienne un polygonejerme; mais celle condi- 
lion pent (fetre remplacee par d*autres plus faciles a exprimer. 
Considerons d'abprd quelques cas parliculiers. 

311. Condition de Vequilibre de deiix forces. 

Pour que deux forces appliqnees a un meme point materiel 
se fassent equilibre , il faut et il suilit qu^elles soient egales^et 
directement opposees , c'est-a-dire qu'elles aient la m^me in- 
3io tensile, la m^me direction et des sens opposes *. 

312. Condition de Vequilibre de trois forces. 

Si trois forces se font equilibre, en pla9ant bout a boUt 

3fo leurs representations g^ometriques on obtiendra un triangle *. 

Done ces representations -geometriques devront &tre dans un 

m^me plan, et en appelant /i,yi,yi les intensites des forces, 

/i? y» 5 /« > /» ? /» 9 /1 '^s angles que ces forces forment deux a 
deux, on aura 



J\ ft fi ^ 



siny2,/3 sin /a,/ sin/,,/2 

Reciproquement si on a entre les inlensil^s de trois forces 

yi, yi, f%^ et les angles de leurs directions les conditions (i), 

' les forces se feront equilibre. En effet, la derniere condition 

montre d'abord que les forces seront dans un m&me plan ; 

296 d^terminons, en second lieu, par la r^gle du parallelogramme*, 

la resultante des deux forces yi,yi^ appelous (p la grandeur de 

cette resultante et a son inclinaison sur la force /i, nous au- 

rons 

f __ , sing <p siny; ,f 

/i • / V > . /j sin a 

or, d'apres les conditions (i) 

/a__ sip/3, /, /3_ sin/,,/, 

sin(/;,y;-f-/3,/> ' sin/^,/; 
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en tirant tang a de la premiere equation ^t tangy^.y, de la 
troisi^me, ou reconnait que 

puis la seconde et la quatri^me equations donnent 

Ainsi la resultante (f de/i elff est egale et opposee a^, •, par 
consequent les forces yj ,yi ,yi sont en equilibre *. 3i8 

313. Consequence des conditions d^ equilibre de deux ou de 

trois Jorces, 

II resultedes conditions obtenues aux n^^ 311 et 312, i" que 
deux forces dont les directions sont differentcs ne peuvent se 
faire equilibre a moins qu'elles ne soient nuUes Vvjie et I'au- 
ire; a® que trois forces dont les directions sont diflerentes et 
non situees dans le m6me plan ne peuvent se faire equilibre a 
moins qu'elles ne soient nulles toutes les trois. 

314. Conditions d^ equilibre dUin nombre quelconque de 

forces appliquees a un m^me point materiel. 

Soit un groupe de forces appliquees a un m^me point ma- 
teriel. Par ce point menons trois axes OX, OY, OZ formant 
un angle triedre quelconque et decomposons chaque force en 
trois dirig^es suivant ces axes. Appelonsyi,x)/i,x)^,x) • • • 
f„^^ les nombres positifs ou negatifs qui representent en gran- 
deur et en sens * les composantes paralliles- a OX 5 /i,^, 3o2 
f^jjtf^yr* ' • 'ifn^y ^^^ nombres qui correspondent aux compo- 
santes] paralleles a OY;/i,., /,,., fi^ti-'-fn^^ les nombres 
qui correpondent aux composantes paralliles a OZ. Si nous 
formons les sommes alg^briques 

Ji.r '^fi,x "4" 73,* 4- • t . -^-fn.x = ^fp.xi 
f\,y "h/i,/ "^-fz.j "^ • • • "^Jn.y = ^fp>X > 
f\,i 4-/2,1 4-/3,» -H* • -^fn.z = ^fp»i > 

nous obliendrons les resultanles respectives des composantes 
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paralleles a OX, des romposanles paralleles a OY, des compo* 

3o'2 santes paralleles a 02 *, et pour Tcquilibre des forces donnees, 

il faudra et il suffira que ces trois resultantes soient elles-m^racs 

M4 en equilibre*. Or, trois forces dont les directions sonl diffe- 

rentes et non situees dans le m^me plan , ne peuvent se faire 

3i3 equilibre a moips qu'elles ne soient nulles toutes'les trois *j 

done : 

Pour (juun groupe de forces appliquees a un m^me point 
materiel soient en equilibre ^ il faut et il suffit qiiapres as^oir 
decompose chacune d^elles en trois dirigees suiv*ant des axes 
non situes dans le meme plan , les sonimes algebriques des 
nombres positifs ou negatifs qui representent en grandeur et 
en sens les composantes dirigees suiv>nnt chaquc axe, soient 
nutles separement, 

315, uiutres conditions de Vequilibre de plusieurs forces 
appliquees a un meme point materiel, 

Reprenons les axes OX, OY, OZ, et projetons oribbgo- 
nalement sur cqs axes chacune des forces donnees, Soient^i ,/i, 
f^"">fn'i Ifis intensites des forces et ^j, Aj, Cx\ a^^ Oj, c, •, 
as ) 69 , Ca , . . . ; An , b„y Cny les angles que les forces font ay cc 
)es parlies positives des axes. Les produits 

/cos/7, , fiCOSOiy /jCOSfla,..., /, COS «„ , 

3o4 represenleront en grapdeyr et en sens Jes projections sur OX* ^ 
de m^me 

/iCOabiy /aCOS^j,^ /, COS^3,..., /aCOsl^ny 

seront les projections sur OY, et 

>I 00^ r, , f, cos Cj J fi cos ^3 , . . , /, cos c„ , 

3o6, •24()> 1^ projections sur OZ; done s'il y a Equilibre, on aura ** 

/ cos /I, -4-/, CQS (12 H" /s cos fla -h . . . -^/n QO& (In = ^fp COS «^ = O , 

/i COS bi -hf COS hi 4-/5 COS ^3 -f- .• . . H^- / COS ^„ i=: l/p COS 0p = O, 

fy COS c, 4- /, COS c, -4- A COS Tj H -h ,/« cos <Vi = ? Ti* cosr^ = O. 



DYNAMIQUE. 1 67 

Beciproquemeut, si Ton a » 

Ifp cos a^ = 1/p cos Of, =2 l/p tos r^ = o , 

I'equilibre devia avoir lieu. En effet, admeltons qu'il y ait unc 
resuUaiilc-, soient F son iutensile el A , B, C, les anj^les que 
telle resullaute fait avec les axes, nous aurons* 3o6 

F cos A = l/p cos Op = o , 
F cos B =: %/p cos bp = o^ 
F cos C = ^fp cos c^ = o . 

Mais les axes formant un triedre^ les angles A, B, C^ nepeu- 
vent elre lous les trois egaux a un droit; done Tun au moins 
des cosinus, cos A , cos B,' cos C, est different de zero et Ton a 

F = o, 

ce qui eutraine Tequilibre *. Ainsi pour que des forces appU" 240 
quees a un m^nie point materiel se fas sent equilibre^ il fdut 
et il sitffit^ qiCapres ai^oir pro jet e orthogonalement cliacune 
d*elles sur trois axes non situes dans le meme plan, les 
sommes algebriques des nombres qui representent en gran-, 
deur et en sens les projections sur chnque axe, soient nulles 
separement, 

316. Remarque sur les conditions d^equilibre preceileiument 

obtenues, 

# 

Les conditions d*equilibre obtenues au n^ 3i4 comcident 
avec celles du n** 3 1 5 quand les axes OX y OY, OZ , sont rectan- 
gulaires, mais ces deux series de conditions sont diff^Sren les, 
quoique rentrant I'une dans T autre quand les axes sont obli- 
ques. 

317. Conditions d^equilibre d^un nombre quelconque dc 

forces situees dans le meme plan. 

Si les forces donnees se trouvent dans un plan , il suffit de 
^oBsiderer deux^axes, OX, OY conipris dans eeplan, et enjai- 
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sonnant comme plus hgut , on voii que pour Ve^ihbre ilfaui 
et il suffit^ ou bien , cp!aprhs ayoir decompose chaque force en 
deux i suii^ant les axes OX , OY, les sommes algebriques des 
nombres reprisentant en grandeur et en sens les camposantes 
suii^ant cliaque axe soient nuUes separement , ou bien c^apres 
at^oir projete orthogonalement chaque force stir les axes OX , 
OY, fes so^imes algebriques des nombres representant eu 
grandeur el en sens, les projectiofjLS suii^ant cliaque axe, soient 
nulles separement, 

318. Autre proprleie des forces en equilibre, 
» 
O^ peut encore ajouler aux conditions d'equilibre prec^-^ 

demiuent enonce^s la propriete suivan^e qui nous sera utile 

plus ^rd : 

Pour que des Jorces se f assent ^quilibrey il fa.ut et il snjffit 

que chacune d'elles soit egale et opposcc a la rcsultanle de 

toulcs les autres, C'est ce qui resiilte des n®* 244 et 31f . 

§ ly. — Composantes d^ la force qui produit le mouvement 

d*uii point. 

319. Item^rque gen^ral^ sdr les cop^posantes de l-afojxc qui 

produit le m,oui^emtnt d'un point.- 

On sail que la representation geomelrique de la force qui 
prodiiit le mouvcnient d'un point materiel a : i^ poui^i- 
rectioii et pour sens la direction etr le sens de Faccel^ration ^ 
2^ po.ur Ipngfteur le produit de la longueur d^ T acceleration 

294 par \at masse du .point materiel'*'. Done, si on est parvenu 
d^une manier^ quelconque a decomposer Tacceleratio^ en plur 
sieurs compoSantes , en conservant la direction el le sei\$^ de 
celles-ci et multipliant leurs longueurs par la masse du point 
materiel, on aura des composantes de la representation geor 

5 metrique de la force* et par suite les representations geome- 

295 triques d'une serie de composantes de la fo|;ce*. 

De cetle propriete general e et des theoremes elablis aux 
n^s 144 et 157, on deduit Ics consequences suivantes. 
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320, Composantes tangentielle et centiipete de la force. 

La force quiproduit le mouvementd'un point materiel peut 
etre consid^ree comnie la resultante de deux forces , Tune noi - 

m^le ayant pour iijlensiie [m est la masse du point ma* 

P 

teriel , V sa vitesse et p le rayon de courbure de la irajectoire) , 

situee dans le plan osculateur de la trajecloir^ et dirigee de la 

.courbe vers le centre 4e coi|rbi|.re ; I'autre langente ayant pour 

intensite la valeur absoiue de m V, ou de 5J = f - m V i et pour 

sens celui** de Taccel^ration t^ngentiejle, 145, 14S 

321 . Composan tes parafleles aux axes coordonnes . 

Quand on rapporte uu mouvement a trois axes coordonnes 
rectangulaires ou obliques OX, OY, OZ, on peut considerer 
la force qui produit ce mouvement comme la resultante de trois 
forces parallel es aux axes et dont Ics representations en gran- 
deur et 'en sens* soni respeclivemeut mxl , myl , nizl . 302 

322. Remarque surles co/nposantes precedentes. — Equations 
du niQUifement d'un point materieL 

Une force n'admet qu^un scul sy&temc de composantes sui- 
vant deux ou trois directions donnees. Done, si on decompose, 
par la regie du n® 297, la force f qui produit le mouvement 
d'un point materiel en deu\ , runelangente, Tautre normalc a 
la trajectoire, on obtiendra Ics deux composantes du n*^ 320; 
de meme si on decompose cette force en trois paralleles aux 
axes*, on obtiendra les composantes du n® 321 . Ceci pose, soit 'jc^r^ 
a Tangle de la force /^(prolongec dans son sens) avec la tan- 
gente menee a la trajectoire dans le sons des s positifs, on aura 

« 

(1) w/' = ~wVM =:/cos«*, =/sina. 148 

poi^n^ encore /i, f, , J\^ les nombrcs positifs ou negalifs qui 
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3o'2 represenleiit en grandeur ^et en sens*^ les coinposante3 de !a 
forcey' parallel es aux axes, on aura 

* 

(2) mx] =/,, w/ =:^, wa; =/2. 

Quand les axes OX , OY, OZ, sont rectangulaires , si Ton 
appelle «, i, c, les angles de la force avec les parlies positives 
des axes, on sail que 

/x.=/co^o^ fj,=fcosb, /, =/cosc; 

* 

done alors 

(3) nijf'^ =/"cos«, my^ z=/cosbf m7l[ =r/cosc. 

Les systemes (i), (2), (3), fournissent ce qu'on appelle les 
er/uations du moiii^ement d'un point materiel, 

323. Theoreine sat le niouvement dc la piiojection d'un point 

materiel surun axe on sur iin plan, 

Soit un point hiateriel M qui se meul en verlu d'une vi- 
vitesse initiale V et sous I'influenee d'une force y*. Je prcnds 
un axe X'X et un plan YZ non parallele a X'X. Je decom-r 
pose la vhesse V en deux, Tune parallilea X'X, Taulre pa- 
rallMe au plan YZ. La premiere composante Vj sera la 
projection de V sur I'axe X'X, cette projection etant faile 
parallelement a YZ , tandis que la seconde composante ¥5^ sera 
}a projection sur YZ faite paralUlement a X'X. Decomposons 
de la m&me mani&re la force/I Soieut /i exf^ les composantes 
obtenuesy dont la premiere sera la projection ^\ef sur X'X 
faile parallelement au plan YZ et Tautre la projection sur YZ 
faite parallelement a X'X. II resulte du theoreme demontre 
au n*^ 238 que le mouvement considere est le raouvement re- 
sultant de celui que produit la force f^ surle point M anime 
de la vitesse Vj ,' et de celui que produit la force /i sur le 
point M anime de la vitesse V,. Or, le mouvement produit par 
la force f^ , sur le point anime de la vitesse V,, a lieu sur la 
parallele a X'X menee par la position initiale A du point 
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materiel^, lo mouveinent produit par la force yi sur le point '-^^^ 
aiiime de la vitesse V^ a lieu daiis le plan paraHele a YZ mene 
par lepoint A *, done ces deux raouvements sont respective- ^9^ 
ment la projection sur X'X faite parallelement a YZ et la 
projection sur YZ faite parallelement a X'X du mouvement 
considere, Cela etant, on peut enoncer la propriete suivante : 
Un point materiel etant en moui^ement (tans Pespace en vertu 
(Vune 'vilesse initiate V et sous t influence (Tune force f , si 
on projette ce point orttiogonalement ou oblufuenient sur un 
axe ou sur un plan, le mouuement projete sera identique ii 
celui d*un point materiel de meme masse qui serait sollicitc 
par la projection de f et qui aurait pour vitesse initiate la 
projection dfe V. 
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CHAPITRE XII. . 

THI&ORIE DE L^IMPULSION DES FORGES. FORCES INSTANTAK^ES. 



§ I. — Theorie do rimpulsion des forces. 

324. Definition de Vimpulsion cPune force consta^te, 

•27 8 Nous avons d6j^ dit * qu'o/i appeUe impulsion etune force constante , pour 
un intervaUe de temps T, la droite qui a la meme direction et ie meme 
- sens que la force, et dont la longueur est le prodiut de Vintensite de la force 
par le. temps T. 

325. Definition de V impulsion (Pune force variable, 

Consid^rons maintenant une force variable /; partageonp nBtervatle 
287 de temps T en /? parties 0,, 0,, 63, . . ., 0„ , et soient/, la valeur * de la 
force au commencement de ©, , f la valeur au commencement de 0^ , f^ la 
valeur au commencement de 63 , . . . , f^ la valeur au commencement 
de 6^ ; prenons n droites ayant la mSme direction et le m^me sens que les 
forces/, ,/^,/3 ,...,/„, et dont les longueurs soient les produits obtenus 
en multipliant respectivement les intensitds des forces par les intervalles 
de temps correspondants 6, , Q,, ©3, • ••, ^«7 puis d^terminons la r^sul- 
tante de ces droites : la limite vers laquelle tendrn la resultante obtenue 
a mesure que les intervalles de temps 9, , 9^ , ®3 } • • • » ®« tendront vers 
zero ( leur nombre croissant indefiniment ) , sera en longueur, direction 
et sens ^impulsion de la force f pour le temps T (*). 

326. Remarque sur la definition precedente. 

Si on applique la definition de Timpulsion des forces variables a une 
force constante, on retombe^ comme cela doit 6tre , sur celle du n° 324. 

327. Determination de V impulsion d'une force variable, 

Rapportons la force et Timpulsion a trois axes rectangulaires ou 
obliques OX, OY, OZ. Soient I,, 1^,1^, les nombres positifs ou n^gatifs 
qui repr6sentent, en grandeur et en sens, les composantes paralleles 
aux axes, de I'impulsion I. Appelons /,,, /,^, /,,; /;,, f^^, /,,; 
f3..^f3,ryAz\ • • • ; fn,x^ fu,y^ /..» ^^s nombrcs positifs ou negatife qui re- 



( '} L'existencc de cclle liraitc est elablie dans le n** 327. 
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pr^sentent en grandeur et en sens lies composantes parall^les aux axes 
des valeurs successives /, , /j , /a , • . . , /« de la force an commencement 
des intervalles de temps 6, , O.^, %^ • • -j ®«- Nous aurons** : 

K = lim. (/..zO. 4-/,.. e, 4-/3,, 03+ . . . -H^ej = lim. if^A 

(les limites correspondani a la d^croissance ind^finie^des intervalles de 
temps 0, , dj, ^3 7 * ' * ) ^n)* La question est done ramen^e a la determination 
des trois limites lim, 2/^^©^, lim. if^^^ 1^™- ^fp,z %- Nous nous borne- 
rons k consid^rer la premiere. 

Soient deux axes rectangulaires 0,X| et 0,Yj. Dans leur plan tra^oiis 
une courbe dont les points aient pour abscisses les valeurs de / et pour 
ordonn^es les valeurs correspondantes de la composante parallele k FaxeOX 

de la force /. Prenons les points de cette 
courbe qui ont pour abscisses I'prigine des 
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intervalles de temps 0, , O^, 6 
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et dont les ordonn^es sent par consequent 

/.,,. Ax. /3.x». • • . /»,*. Par chacun de ces 
points menons une parallele a 0,X\ jus- 
qu'a Tordonn^e du point suivant ( la der- 
ni^re parallele est prolongee jusqu'a I'or- 
donn^ du point dont Tabscisse est I'instant qui termine 0„). Nousforme- 
rons ainsi une suite de rectangles , et les aires positives ou negatives de 
ces rectangles auront respectivement pour valeur 

Done la limite de la somme des rectangles, c'est-a-dire I'aire comprise 
entre O, X, , la courbe et les deux ordonn6es correspondantes k I'instant 
qui commence et k I'instant qui fmit le temps T, sera la limite cherch^ 
lira. ifpj^. . • 

L'aire dont il s'agit pourra toujours 6tre obtenue approximativement 
(voj-ez Note III) , mais lorsqu'on saura integrer par rapport ^ / la com- 
posante parallele a OX de la force , on pourra avoir cette aire exactement : 
en effet, F (/) ^tant Tintegrale , t^ Tinstant qui commence et t^ I'instant 
qui 6nit I'intervalle de temps T, Taire a pour valeur F (/j) — F (/,). 

On verrait de m^me que le calcul des limites lim. 2^^©^, lim. ^fp^p 
depend de celui de deux aires ou de deux int^grales relatives a /. 
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328. Remarque relative an calcul de P impulsion. 
» 
Nous avons suppose, dans ce qui precede*, que les composantes paral- 327 

161es aux axes de la force ^taient connues en fonction du temps. S'il n'en 
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4tait pas ainBi, c'esl*a-dire si ces composaotes etaient donnees en fonetion 
de certains 61^inents, fonctions inconnues du temps, tels opie la vitesse^ 
les coordonn^es du mobile, elc.> ce ne serait qu'apr^s avoir trouv^les 
lois du mouvement que les composantes de la force pourraient ^tre expri-< 
m^ explicitement en fonction du temps et qu'on pourrait procMer au 
calcDl de Timpulsion. « 

329. Tfieoreme de Veffet de nmpulsion. 

Quand un point materiel est en moupenlent sous V Influence d'uHe jorce 
jquelconquey si on compose la quantity de mouvement a V instant tj avec 
la quantite de mouvement a V instant t, < t, pHse en sens contraire, on 
aura pour resultante rimpulsion de la force, correspoH€lant a Vintervalle 
de temps T compris entre t, et t,. 

Premiere d^imonstration. — Partageons le temps T en /i parties 0,, 0^, 
^287 03, . . . , 0„. Soient /, la valeur * de la force k Torigine de 0„ /^ la valeur a 
Torigine de Q^, f^ la valeur k Torigine de 03, ..»,/„ la valeur a Torigine 
•285 de 0„. Repr^sentons par ^, la valeur moyenne de la force* pour le temps 0,, 
par y, la valeur moyenne pour le temps 0, , par <p3 la valeur moyenne pour 
•287 le temps 0, , . . . , par (p„ la valeur moyenne pour le temps 0„. /, ^tant * la 
limite vers laquelle tend cp,, lorsque 0, d^croit ind^finimehtj pourra ^tre 
consid^r^e comme la resultante de <p, et d'une autre force e, dont Tintensit^ 
tend vers z^ro avec 0, ; done la droite qui a la mSme direction et le m6me 
sens que/j , et pour longueur le produit de Tintensit^ de /, pat 0, j pourra 
5 s'obtenir * en composant la droite qui a la mdme direction et le m^me 
sens que y, , et pour longueur le produit de rintetisit6 de y, par 0, , avec 
une droite de longueur e,0,. On verrait de m^me que la droite qui a la 
m^me direction et le m^me sens que /, , et pour longueur le produit de 
I'intensite de /, par 02 ^ peut s'obtenir en composant la droite qui a la m^me 
direction et le m6me sens que tp, , et pour longueur le produit de I'intensite 
de Yj par 0, , avec une droite de longueur SjOj («, s'annulant avec 03) ; que 
la droite qui a la m^me direction et le m^me sens que/^, et pour longueur 
le produit de I'intensite de f.^ par ©3 , peut s'obtenir e^ composant la droite 
qui a la mSme direction et le m^me sens que ^^ , et pour longueur le pro^ 
duit de I'intensite de y^par 03, avec une droite de longueur 8303 (f, s'annu* 
lant avec 03 )•'>.* ; enfin que la droite qui a la m^me direction et le m^me 
sens que/„, et pour longueur le produit de I'intensite de /, par 0„, peut 
s'obtenir en composant la droite qui a la m^me direction et le mtoe sens 
que «p„) et pour longueur le produit de I'intensite de ^„ par 0„, avec une 
* droite de longueur 6,0„ (e^ s'annulant avec 0„). Done la resultante R dee 
n droites^ qui ont la meme direction et le memo, sens que les forces f^tf^s 
fii"- 1/«> ®t po**r longueur les produits obtenus en multipliant respecUve- 
mcnt les intensites de ces forces par les intervalles de temps correspondants 



i^^ 6,, 63, ... , B„, pedt s'obtetiir en composant la r^ultaiite H' dee /} droites 
qui ont la m^me; direction et le m^me sens que les forces y,, ^3 , ?3 » . • . , <p„ , 
^t pour longueur les produits obtenus en multipliant les intensit6s de ces 
forces par les intervall^ de temps correspondants, avec la r^ultante R" 
de n droites qui ont certaines directions et pour longueurs respectives 
6,9, , SjOj, 'SjOj,;. .,g„d„» Mais la r6sultante R' n'est autre que celle de la 
quantity de mouvememt k Tinstant t^ avec la quantity de mouvement a 
rinstant t^ prise en sens contfaire. En effet , la premiere des n droites 
dont R' est la r6sultante, c^est-^-dire la droite qui alam^me direction et 
le m^me sens ^^, et pour longueur le produit de I'intensit^ de y , par 9, , 
est la r^sultante de la quantity de mouvement a la fin de B^ avec la quan- 
tity de mouvement au commencement prise en sens contraire * ; la se- 28 1 
conde de ces n droites est la r^sultante de la quantity de mouvemait k la 
fin de ©2 avec la quantity de mouvement ao commencement prise en sens 
contraire, et ainsi de suite. Substituant achacune des n droites les deux 
quantit^s de mouvement dont elle est la resnltante, ce cpii est permis* ; 4 
puis remarquant que les qnantit^s de mouvement interm^aires se d^trui- 
sent, on trouve seulement la quantity de motivement a I'instant t^ et la 
quantity de mouvement k Tinstant i^ , prise en sens contraire , comme 
nous Tavions annonc^«^ D'un siutre c6t^^ la r^sultante R" est moindre que 

et, par suite, moindfe que • 

si e^ est le plus grand des nombres e, , s.^ , S3 , • • • , e„. Done la r^sultante R 
peut s*obtenir en composant la quantit6 de mouvement k Tinstant e^ avec 
la quantit6 de mouvement k I'instant /, prise en sens contraire et avec une 
droite de longueur moindre que s^t'a— ^,). Supposant maintenant que les 
intervalles de temps 9, , O^ , ©3 , . . . , 0„ decroissent indefiniment ( leur 
fiombre croissant) ; k la limite , R deviendral'impulsion de la force pour le 
temps T*, la droite de longueur inf^rieure a s^l'j— ', ) s'annulera ; 3i^y 
done, etc. 

Deuxieme Demonstaatioiv. — Kapportons le mouvement a trois axes OX , 
Oy, OZ ; /,, /y, /, etant les nombres positifs ou n^gatifsqui repr6sentent 
en grandeur, et en sens^ les composantes paralleles aux axes de la force 3oji 
k un instant quetconque , notis aOfons * : 3'2jr 

Cherchons maintenant I'impulsion de la force par la m^thode indiquee' 
aun**327. IntegrOns /, ou wa/l par rapport a ^, 11 vieudra wwc'^ -H C , 

c'est-a-dire /wV^-h C, en designant par V^ la composante parallele k OX de la" 
Vitesse; remplacons siiccessivement^ par t., et par /,, puis enfin retFanchons- 
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les r^ultals, nous obtiendrons pour la composante paralldle a OX do 
rimpulsion 

On trouverait de mSme pour tea composantes parall^les k OY et ^ OZ 

Or //» (V,),- m (VJ. , m (\^\- m (V^), , m (VJ,- (VJ. soht respec- 
ftivement les composantes parall^les k OX , OY et OZ de la r^ultante 
obtenue en composant la quantity de mouvement k Tinstant t^ avec la 
quantity de mouvement k I'instant t^ prise en sens contraire* ; done* , etc* 

330. Remarque sur le theoreme precedent. 

Si on suppose successivement que la vitesse a Tinstant t^ et la vitesse 
a riustant/, deviennent nulles^ le th^r^mepr^c^dentmontre que la quantity 
de mouvement poss^d^ par un point materiel k un certain instant est : 

1**. De menie grandeur , direction et sens que P impulsion de la force 
qui lui a ete appliquee depuis qu^il est sorti du repOs; 

1^, Egale et de sens contraire a Vimpulsion de la force qu'il faudrait 
lui applique r pour le reduire au repos, 

331 . Vimpulsion (Pune force variable est egdle a celle de sa valeur 
285 moyenne*' 

Consid^rons une force variable pendant le temps T, et en m^me temps 

la force constante qui repr^sente sa valeur moyenne pour cet intervalle de 

285 temps. Nous savons* que ces deux forces « prenant un mSme point mat^- 

275 riel avec la m^me vitesse ou la m^me quantity de mouvement*, lui font 

acqu^rir au bout du temps T la mSme vitesse ou la m^me quantity de 

329 mouvement; doncleurs impulsions sont les m^mes*^ c. q. f« d. 

332. Remarque sur la propriete precedents 

« 

La propri6t6 pr^^ente fournit le moyen de d^.terminer la valeur 
ijioyenne d'une force variable. En effet , ayant trouv6 I'impulsion , on divi- 
sera sa grandeur par le temps T, sans d'ailleurs changer ni sa direc- 
tion ni son sens, et on aura la representation g^om^trique de la valeur 
moyenne de la force variable. 



(*) Nous representons, comme au n^SSI, par(V^)t, (V ),, (VJ, les valenrs 
do V^, V , Va pour £ = /, et par(V^),, (V ),. (V^), les valeurs des m^mes com- 
posantes pour /=(,. 
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333. Vimpuhion de la residtante est la resuUante des impulsions des 

composantes, 

Premi^be demonstration. — Soient /', /", f", . . . , /(**) un groupe de 
forces et F leur r^sultante. Gonsid^rons toutes ces forces pendant un m^me 
intervalle de temps T. -Pat tageons T enn parties 0,, 9.^, ^a,* • •» 6„. Soient 
fx , A. /"a,- . . , /n» les valours* de /'; f,, f\, /"„>.., f„ les valours 1S7 

de/^/T,/T,/7,...,/:leBvalBurede/^/^^/^^/^/2,•.M/iJ^ 
valours de /^) ; enfin F, , F, , F3 , . . . , F, les valeurs de F, a Torigine des 
intervalles de temps 9, , ^2, ^3, . • ., 0„. F, sera la r^sultante de/',, /J, 

/?» • • •> f[''^' Psr cons^uent* la droite ayant la m^me direction et le 5 
m^me sens que F, , et poyr longueur le produit de Tintensit^ de F, par d,, 
sera la r^sultante des/? droites ayant la m§me direction et le mSme sens que 

f\^f\y /T» • • » f^x\ etpour Ibngueurs les produits des intensity deces forces 
par G,. De mdme la droite ayant la m^me direction et le m^me sens que F„ 
et pour longueur le produit de Tintensit^ de F, par 9,, sera la r^ultante 
des p droites ayant la m^me direction et le m^me sens que /,, f\^ 

/?) • • • } /a'^ 6^ pour longueurs les produits des intensit^s de ces forces 
par 0, ; la droite ayant la m^me direction et le m^me sens que F3 , et pour 
longueur le produit de Tintensit^ de F3 par 9, , sera la r^ultante des p 

droites ayant la m^me direction et le mtoe sens que/3, /^, /^, . ^.>,f^f\- 
et pour longueurs les produits des intensit^s de ces forces par O3. Enfin la 
droite ayant la m^me direction et le kn^me sens que F,, et pour longueur 
le produit de Tintensit^ de F^ par 9, , sera la r^sultante des p droites ayant 

la mtoe direction et le m^me sens que/'„-, /* , /^, . . . , /^^ et pour Ion* 

gueurs les produits des intensit^s de ces forces par 9^. II r^ulte de 1& * 4 
" que la r6sultante R des n droites qui ont la m^me direction et le m^me 
sens que F, , Fj , F3 , . . . , F„ , et pour longueurs les produits obtenus en 
multipUant respectivement les intensity de ces forces par les intervalles 
de temps correspondants 9^ , 9, , 9, , » . « , 9,, peut s'obtenir en prenant la 
r^sultante r' des n droites qui ont la mdme direction et le m6me sens que 
/n /a* /'a* •••>/„» ©^ po^^ longuours los produits obtenus en multi- 
pliant respectivement les intensites de ces forces par 9^, 9,, 93, . . ., 9^; 
puis la r^ultante r" des n droites qui ont la m^me direction et le m^me 
sens que /J, /^, /*3? •; •? /*» ^t pour longueurs les produits obtenus en 
multipliant respectivement les intensites de ces forces par 9„ 9^, Gj, . . . , 9^; 
puis la r6sultante r"' des n droites qui ont la m^me direction et le m^me 
sens que /7, /?, /?, • • • > /^, et pour longueurs les produits obtenus en 

mutipliant respectivement les inteusitds de ces forces par 9^, 9„ 93, ... , 9„; 
• . .; puis la r^sultanle /C) des n droites qui ont la m^me direction et le 
L la 
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m^me sens que f^\ f^\ f\f\ . . . , /^ , et pour longueurs les produits ofa- 

tenas eu multipliant respectivement les intensit^s de ces forces par ©, , 0^, 
ft, , . . ., 0„ ; et enfin composant les r^ultantes /•', r", r'", . . . , /•(''). Dono 
la li(pite vers laquelte' tend R 4mesure que les intervalles de temps 9, , B^^ 
0, , . . ., 0„ d^croissent ind^finiment, c'est-^-dire Timpulsion de F pour le 

325 temps T*, est la resultante de la limite de r' ou de rimpnlsion de /', avec 
la limite de r" ou rimpulsfon de /*, avec la limite de r"" ou rimpulsion de 
/'",..., avec la Ihnite de rW ou rimpnlsion de f^'K c. q. f. d. 

Deuxieme i>£aioNSTRATiON.— AppliquonS/ a I'origine du temps T, chacune 
des forces /', /", /'",,.., /(p), F a des points materiels en repos de m^me 
masse m. Le mouvement prodult par F sera le resultant des p mouve- 

332 ments respectivement produits par /', /", /'",.,., /('') * ; done la vitesse 
au bout du temps T, dans le mouvement diia la force F, sera la r^sultante 
des vitesses au bout du m^me temps dans les mouvements dus aux forces 
5, 182 f, /", /"',..., f(p^ *; par consequent la quantity de mouvement* commu- 
niqu^e au bout du temps T par la ri^sultante F sera la r^sultante des 
quantit^s de mouvement respectivement communiqu6es,au bout du m^me 
temps par les composantes /', /", f", ..., f^'K Or ces quantity de 

33o mouvement ne sont autres que les impulsions correspondantes* ; done , etc. 



§ II. '-i' Forces instantanees. 

334. Definition des forces instantanees. 

On donne le nam ^instantanees aux forces qui s^exercent pendant un 
temps tres'court et avec uoe tres-grande imensite; telles sont les forces 
qui se produisent dans les chocs, les explosions, etc. 

335. Representation des forces instantanees, 

Vu la difficult^ de faire entrer en consideration , pour Iibs forced instan- 
tanees, la duree qui est tr^s-petite et Tintensite qui est tr6s-grande» on 
est convehu de representor ces forces par les quantites de mouvement 
qu'^elles produisent sur un point materiel de masse determinee et en repos. 

336. Remarque sur la composition et la decomposition des forces 

instantanees, 

II resulte de la propriete demon tree au n° 333 que les representations 
agi, 335 geometriques des forces instantanees ^, quoique differentes de celles* des 
forces ordinaires ^ sont soumises aux jn^mes lois de composition et de 
decomposition. 
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CHAPITRE XIII. 

TH1&0R1E DV TRAVAIL DfiS FORClSSi 




§ I. — GeHendites snr le travail des forcdi. 

337. Definition du travail d^une force constant e. 

« 

CoDsiderons une force/* appliquee a un point materiel mi 
Supposonsqu^on deplace le point m suivant une loi qUelconque 
et qu'on Famine de A en B eti lui faisani decrire la ligne A jut B ; 

si la force/ Ineste constante en gran-^ 
^ deur, direction et sensyHou^ op- 

pellerons trai>ail de la force ipour 

Iq deplacement A fx B ^ le produit 

F* i^^^ '^^ ^^ force par la projection or-^ 

thogonale AC sur cette force de la 
droite qui joint le point A au point ^ 
B, le produit dont it s*agit etant precede du signe -+- quand 
AC a mSme sens que la force {fig> i) ct du signe — quand 
AC a un sens oppose h celui de la force {fig* a) . 

o38. Notation du tra\>ait. 

On repr^sente le travail d'uue force constante/par Tr./ou 
par (Tr.y*)^ g quand on veul rappeler le deplacement auquel 

ce travail corresponds 

339. Expression du trai^ait. 

Si nous appelons a Tangle de la force avjec la dfoite Afi qui 
Va de la position initiale A a la position .finale B du point d'ap- 
plication et / la longueur AB ^ on a 

/cosfl = rfcAC; 

121. 
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de plus le signe superieur correspond au cas ou AC a rnSme 
sens que la force, el le signe inferieur au gas ou AC a un sens 
' oppose a celui de la force : done le tra^il de f est donn^ en* 
grandeur et en signe par I'egalite 

tv.f:=zf I cos a, 

^ 340. Consequence de Vexpression precedents 

3o4 Le produitycos a represente en grandeur et en sens* la pro- 
jection orthogonale de la force^^sur la droite qui va de A en B; 
done on pent dire : Le travail dune force constante est le 

1^9 produit du displacement niqyen *l du point d^ application par 
le nomhre positifou negatifqui represente en grandeur et en 
sens la projection orthogonale dela force sur ce deplacement. 

341. Trai^aitelementaire d*une force constante. 

On appelle travail elemeniaire d'une force constante pour le 
y deplacement *A /x B du point d'application , 

337 /^ — B le travail* qui correspondrait a un depla- 

cement egal a A fx 6, mais ayant lieu sur la 
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f taugenle AT menee au point A a la courbe 

A |ui B du c6le des points de cette courbe qui suivent immediai- 
tement le point A. 

342. Notation du trauail elementaire, •— Expression de ce 

trai^aiL 

^ On represente le travail elementaire d'une force constante y* 
par tr./ou (ti*.y^)AuB' ®^ ®^ ®^ appelle S la longueur A jxBdu 
deplacement, b I'angle de la force avec la tangente AT, on a 

tr./=r/*S cos^. 

343. Relation entre le travail et le travail elementaire, le 

deplacement etant le m€me* 

» 

Le travail correspondant a un certain deplacement et le tra- 
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▼ail ^I^mentaire correspondant au m6me<l^placenieiit ne sont 

• pas^aux, en g^n^ral^ mais leur rapport 

y4>^ tend vers Tunit^ lorsque le d^Iacement 

/y^ leni vers z^ro. Eneffec, soity TinieiisiM 

* de la force, poson^ AB = /, AfiB=S, 

aDglede AB avec la force = a, angle dt; AT avec la force = 6, 

nous aurons ** SSg, 34ii 

done 

{Tr./)j^^ B / cos a 

(**'/)a/*II^s'cos^' 

Or, si AuB lend vers zero, - lend vers Tunii^ (NoleV), 

T eealement; done. eic. 

cos h ^ ^ 

4 

344. Consequence de la proprieie precedenle. 

Puis({ue le rapport -. ^ ' ^ tend vers I'unit^, quand A/iB 

tend vers zdro^, on pent poser pour une valeur finie de A fx B 343 

s s'annulant avec A ji B. De la on tire 

34S. Definition du trat^ad d* une force variable. 

Consid^rons une force variabiey*dont rinlensite, la direc- 
tion el le sens sont bien determines 
pour, ehaque position du point d' ap- 
plication sur la ligne A |i B qu'on 
fait decrire a ce point. Partageons 
A/iB en rt parlies Ajuii m^ m^ fi^ n/^, 
Wf fx, w„ . . . , fn„_, ^.„ B ^ soienl /, ^/s , /s , . • , /„ les inten- 
sil^s de la force lorsquc le point d'application est en A , mj , 
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m», . . . y Wn^t ) d^signQos par at^aty a^^ . . ., a„h& angles fti» 
]% force pri^edaiijs les m6me$ etats avec les deplacements recti- 
ligne^ Qorrespondanis A »»,, w, m%', rtit Ws > • • • > w„_i B \ enfin 
posoos 

A /»,=:/, ^ m^ /Wj = ^2 9 m^ in:s = /j , ...» /ntn-^i B == 4 > 
les produits 

//(COSfl,, /j/jCOSfla, /a/sCUS/ya, . . . , fnlnCOSOnx 

seraient les travaux correspondant aux deplacements respeo- 
tifs A Hi Wi, m^ [i^ Wj 5 m, ^^ m^^ . . , , /n„_i /Jt„ B, si la force 
conservait pendant cbaque deplacement la grandeur, la direc-^ 
339 iictti et le sens qu'elle a a Torigine de ces deplacements*. Cela 
po5^, la.limite vers laquejje tend \a somme 

y; /, cos a I -^/i li cos fla + A4 COS «3 -f- . . . -f^/ft In COS a„ = Z^ ij, COS <I^ > 

lorsque les deplacements • A |uii /7/1, /rii |!Jt2 ms, //?» ^jl^ m^, , . . , 

decroissent indefiniment (leur nombre croissant) est ce qu'on 

- nomme le travail de la force variable y' pou.r le deplacement 

346. NatatiQn du trat^ail d^une J'o^xe variable. _ 

Le travs^il d'une force variable, comme celui d'une force 
constante, se representeparTr.youpar (Tr.jf)^ P^ 

347. Definition de l' effort moyen^ 

Lorsqu'une force variable reste comprise entre deux li-. 
mites peu eloignees, il est souvent commode de lui substituer 
une force fictive constante^ capable de produire le m^me 
travail (du moins en valeur absolue) pour un deplacement 
de nu^jne grandeur, mais ajant lieu suivaiit la direction m^me 
de la force. Cette force fictive se nomme Vefforl moyren : il est 
manifeste qu'on en obtieat rintensite en divisant la valeur 
absolue du travail de la force variable par le deplacement dvk 
point d'appli cation. 
■ ■ ■ ■ ■ ' ■ ■ .... ■. -■ . . . . ■ ■ , 

(*) L'exUtenc« de cette Umite sera eublic aii n'>5^. 
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348. Le tvavHiil d^une force variable est la limite dUtne somme 

de trauaux clementaires . 

Partageons comme au n^ 345 'le deplacenient A(iB enn par- 
ties AfXi m^, iriiiii m^ , '/^i/^s m^^. , . , ^nit^i fA»B, puis menons, 
dans le sens du deplacement, les tangentes AT^, /r/j T^, 
mi T3, ... 5 m„^i T„ aux points A, i»i, mi , . . . , iw«_i. Soient 
loujoursyij /^•ifz'>'-"ifn^^^ intensites de la force pour les 
positions A, mi^nif^, . . ,/»«_! du point d*application; desigoons 
par &], &s , £3 ,...,&„ les angles de la force prise dans les m^mes 
etats, avec les tangentes correspondantes ATi , m^ Tj , m, Ta , . . . , 
^n~i T„ ; enfin posons 

AfX, |?|,:= Si, /W| fAj/W2=S2, /Wapj/Wj.rrSj, . . . , /If „», fin B = S« ; 

lesproduits 

yi Si cos ^, , fiSi COS bt • /s S3 cos ^3 , ... , /„ S« cos b» , 

seraient les iravaux Clementaires correspondant aux deplace- 
ments respectifs A fXi 771, , mi (x^ m^^ m^ fZa m, , . . . , m„_, u„B, 
si la force conservait, pendant chaquedeplacement, la gran- 
deur, la direction et le sens qu'elle a a Torigine de ces deplacie- 
ments*. Cela pose, je dis que la limite vers laquelle tend la 34*2 
somme 

/, S, cos ^, -h/2 S2 cos ^2 4-/3 Sb cos ^3 -h . . . +/, S„ cos b^ = l/p Sp cos bp , 

a mesure que les dCplacements Afii m^ ^in^^L^m^^ m^ ps ms , . . . 
decroissent indefiniment (leur nombre croissant) est egale au 
travail de la force/. En effet, on a * 344 

y;/, COSrtT, =:/,S, COsft,(l4- S,), /2^2C0Saj=/2SjC0S^a(l -+-62), 

/3/3COSfl3=/sS3COS^3(H-e3), . . . , /ii/«cosflr„=/„S„cos^„(i-f- s„) 

El s'annulant avec Si, £2 s'annulant avec Sjj , 63 s'annulant avec 
S3, ... , e„ s'annulant avec S„; par consequent 

2/^ Ip cos /I;, = 2^ S;, cos ft ;, -f- ^fp tp %p cos bp 
d'ou 

lim 2/^ Ip cosop = lim 2/^ S^ cos bp-i- Vim ifp ip Sp cos bp, 
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345 ou biea * 

Tr./= lim 2/;, S^ co$ hp -4- lim 2/^ S^ ip cos bp. 

il suffit done de d^montrer que la somiue ^f^Sptp cos b^ a zero 
pour limite. Or, supposons d'abord que la force y fasse dans 
toutes les positions de son point d'application des angles aigus 
avec la tangente nienee a A/:jiB dans le sens du d^placement , les 
cosinus des angles Ai, it> ^s 9 • • • > ^n seront tous positifs et les 
signes des termes de la somme Zyj, S^ e^ cos bp ne dependrontque 
d^ signes des facteurs ei, e^ , Sa, . . . 9 Sn? done si nous rempla- 
cons ces facteurs par leurs valeurs absolues e', , e', , Sy, . . . , s'„, 
la sorameS/p S^ e'p cos bp ainsi obtenue s^ra positive et ne pourra 
jamais ^tre inferieure a la valeur absolue de E/p Sp Sp cos tp ; 
maisSypSpEpCostp est <^ >3 S^J, Sp cos ip , » etant leplus grand 
des nombres t\ ,62,63,..., 6'„ ; d'ailletirs qyand on passe a la 
limits, ^i,5i,5s,. . .,5„ s'annulent, par suite S19 Ss> £99 •• •• ^m 
par suite 6\ , z\ , 63 , ••.,£'„ et enfin 17. De la il faut conclurCi 
35i liflft ^fp Sy, cos bp ^tant finie * , que Syj, Sp 6p cos bp a z^ro pour 
^n^ite. Si la force/faisait cQustamment des singles obtus avec la 
tangentemen^ea A fxB dansle sens du d^placement, ce seraitia 
s^omme — Syj, Sp e'p cqs Ap qui serait positive et au moins egale a 
]a y^leur absolue de S^p Sp 6p cos &p ; mais on conclurait encor^ 
de la m^ni^ maniere, que cette derniere somme a zero pour 
limite. Enfin si la force/* faisait tantdt des angles aigus et tant6t 
des angles obtus avec la tangente a A/xB, on decomposerait le. 
depl^cement A/iB en plusieurs parties, de fa^on que pour cha- 
cune les angles de la force avec la tangent^ fussent constamni 
ment aigus ou co^nstamment obtus; pour chacun des depla- 
cements partiels, la partie correspondante de la somme 
ZypSpSpCOsAp aurait zero pour limite : done la spmnie totale. 
au^ait au§si zero pour lin[iite. 

349. Aup^e expression dti trai^ail d*unejh/'ce variable. 

Appelons s les nombres positifs ou negatifs qui fixcnt la 

^3 position* des differenis points de la courbc indefinie dont le 

deplacement A|tJtB represente un arc. Soient j|, 5s,. . ., 5„, Sn^x 
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jes valeurs de 5 pour les points A, rrii,..., /7»„.n^) d^signons 
par |3i, jSfif.) /3„ les valeurs, pour les points A, f71i,.*-9 ^n^iy 
de Tangle j3 que fait la force avec la tangente menee au depla- 
cement du cote des s positifs. 

II est facile de voir que Ton aura, en general, 

fp S^ COSbpZrzfp {Sp+^ — j^) COSP^. 

En efiet, si le deplaccment mp^^nip est eflecitue dans le sens 
des s positifs , on a 

Sp=Sp^y — Sp^ cos bpz^ cos f^py d*oii S^cosA^=:(#^+, — fpjcosfip; 

si le d^placement /m^.i trip est effectue dans le sens des s n^ga- 
tifs , on a 

Sp= Sp — Sp^i, cos fcp= — cos^^, d'oii S^ cos^y, •= {sp+^ — Sp) cos p^. 

Cela etant , on peut poser 

Tr./= lira l/pSp cos^/= Viml/p {sp^i ~ Sp) cospp, 348 

350. Le trai^ail ifune Jorce variable ^ constamment normalc 
au deplacemcnt du point d' application^ est egal ii zero. 

En effet , dans ce cas 

cosfci = cos fc, = cos ^, = . . . = cos ^^ = o, 
dpnc 

Ifp Sp cos bp = o et Tr./ = Hm 1/p Sp cos bp* == o. 348 

351 . Deteimination du travail d^une force quelconque, 

Soit C la courbe indefinie dont le deplacement AfxB rcpre- 
sente un arc; a chacun des points de C^ considere comme point 
d' application, repondront une intensite, une direction el un 

sens bien determines de la force; 
done si nous appelons s les uom- 
bres positifs ou negatifs qui servent 
a fixer la position des points de C*, 43 
nous pourrons regardcr comme une 
fonction de 5 le produitde la force par le cosinus de Tangle que 
celle-ci fait avec la tangente a C raenee dans Ic sens des s po- 
sitifs par le point ou la force est appliquee. Appelons celle 





^p-^.^ 
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fonctioi^/{^J.*Construison$ une courbe x dont les points raip- 

portes a deux axes rectaiigulaires 
OX el OY aieqt les difierentes va- 
leurs^de s pour abscisses et les va- 
leurs correspdndautes cle/(^) pour 
ordonnees. Prenonssurcettecourbe 
les points qui out pour abscisses les 
.V des points A , mj, m, , . . . , w„_i, 
de C. Parcbacun de ces points menons une parall^Ie a Taxe 
OX jusqu'a Tordonnee du poipt suivant (la derniere parallele 
sera prolong^e jusqu'a Tordonnee du point de ;j qui corres- 
pond kVs du point B de la courbe C), nous formerons n rec- 
tangles, et si nous conservons les notations du n° 349, les aires 
positives ou negatives de ces rectangles seront respectivement 

/ (*, — tf,)cOSp,, /j(*3— ^2)005^2,.. . , /n(Sn+t — Sn) COS Pnl 

349 done lim S^ (^p^j — 5p) cos(3p, c'est-a-dire le travail def* 
sera la ifmite vers laquelle tend la somme des n rectangles , 
oubien I'aire comprise entre I'axe des x, la courbe ;j et les, or- 
donnees correspondantes aux s des points A et B de la courbe C 
(NoteH). 

L'aire dont il s'agit pent toujours ^tre evalu^e approximati- 
vement (Note III) 5 mais lorsqu'on sait integrery*(5) par rapport 
a 5, il est possible d'avoir cette aire exactement. En effet F [s) 
etant Tintegrale def(s) yS^ et s„^i les valeursde fcorrespon- 
dant aux points A et B,*raire a pour^aleur F(5„+i) — F(^i)- 

§ XI. — £valiiation du travail des forces dans quelqnes cas 

particnliers. 



36-2 



352. Traifail d*une force de direction cofistante et dont Vintetuite est 
line fonction determinee de la distance de son point (f application a un 
plan fixe perpendiculaire a sa direction, 

Soit un plan fixe YZ ; consid^rons une force constamment perpendiculaire 
a ce plan et par consequent constamment parallele k I'axe X'X perpendi- 
culaire au plan. Appelons / le nombre qui repr6sente la force en grandeur 
et en sens*, c'est-a-dire I'intensit^ quand la force est dirig^e dans le sens 
X'X et I'intensite pr6c6dce du signe — quand la force est dirig^e dans le 
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,^0$ X'X. ^ippospDs./ ^liimefonction r (;Er) de la distance x dax^m 

d'applicalioii au plan YZ , ou plut6t de catte dis- 
tance pr^c^^ du signe + qu du signe — , selon 
que le point d'appUcation est au-dessqs ou au- 
dessous du plan YZ. Je dis que le travail de la 
force pour un deplacement quelconque AfiB peut 
s'obtenir en prenant la fonction primitive F{x) 
<ie <p ( X ) par rapport ax, remplacqnt dam F ( x ) 
successivement x par sa valeur x, relative au point B et sa valeur x, rela- 
tive au point A , puis retranchant les resultats. 

Premiere d^iionstration. — D6composons le deplacement Af^B en 
/I partiea , Af*| w, , «», pi,/Wj , w, pgW^ , . . . , /w„,, p^B , et posons A/«, = /, , 

D6s]gnous par ^, , a, , ^3 , . . . , a„ les angles 
que les deplacements rectilignes Xm^ , 
/w, Wj , m^ /W3 , . , . , w„_, B forment avec 
X'X; enfin soient /„ /„ /31 - . , /„ les va- 
leurs de / lorsque le point d'application 
est en A 1 '«i » 'Wj , • • • , '"„_. • Je dis d'abord 
que les prodaits 
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/,/, COSrt, , /j/j C0S<72, 



repr^sentent les travaux que donnerait la force pour les deplacements 
respectifs Afx,w, , WjPjWij, w^pgWj, . .., /w„_,fA„B, si elle conservait 
pendant chaque deplacement lavaleuir qu'elle a k Toriginede ces deplace- 
ments, et par consequent que la limite 

lim ^/plpCosa^ 

repre^ente le travail cheFche *. En effet prenons , en general , fplj, cos a^; 
*i y^est >o, .^ sera I'intensite de la force et a^ Tangle tie la direction 
de celle-ci avec le deplacement, done fpl^ cosa^ sera le travail*; s\ f^ 
est < o, -r-fp sera I'intensite de la force et fr — ^/^ Tangle de la direction de 
celle^i avec le deplacement , done — /p/^ cos ( tt — rf^) = f^l^ cos a^ sera 
le travail. Projetons maintenant les points A, w, , m^, ...,///„_,, B, 
spr X'X en A', //?',, wi',, . . ,, wj,_,, B'; imaginons qu'enmeme temps que 

le point d'application se deplace sur ApB , un second point, sollicite par 
la meme force, se deplace sur X'X et vienne successivement de A' en 
m\, /Wj,..., m'^^y B'; d'apr^s Thypothese faite sur la force, /, , /^, 

/a? • • • > /* seront les valeurs de / pour les positions A', ///, , w/,, . . . , w/J, ^ 

.du point d'application ; d'un autre cdie , /, cos a^, ^ cos «j , ^ cos «:. , . . . , 
/„ cos «„ sont les deplaceoBents k'm\, m'\ w'^, m\ ///j, . . . , /wj, , B' precedes 



345 
339 
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du iigDe H- on du signe — , suivant que TexMiiiit^ de cos d^laoemenls 
66t, par rapport k rorigine, dans le sens X'X ou dans le sens XX'. Cela 
posd , on voit, oomme pins haut, que les produits 

/,/,COSfl„ /j/jCOSfl,, /a/jCOSflj,..,, /„/, COS fl, 

repr^sentent les travaux que donnerait la force pour les d^placements res- 
peciifs A' m\ , n/^ ni^ ^ni^ni^^,,,^ ni^^ B', si elle conservait pendant chaque 

d6p1acemeut la valeur qu'elle a ^ Torigine de ces ddplacements ; p^r con* 

s^ent la limite 

lira 2/p/p cos «p 

repr^sente le travail pour le d^placement A'p'B'. Ainsi le travail pour le 
deplacement A^aB est 6gal au travail pour le d^placement A^'B'; mats 
celui-ci, j: et <p ( j:) 6tant respectivement ce que nous avons appel6 ^ et /(5) 
dans le n^'SSi, s'obtient en prenant Tint^grale de 7 (a:) par rapport k x^ 
substituant ^ x sa valeur pour le point B' ou le point B et sa valeur pour 
le point A' ou le point A, enfin retranchant les deux r^sultats; done, etc, 

35 1 Deuxi^me dj^monstration. — Appelons, comme pr^cMemment*, s led 
nombres positifs ou n^gatifs qui servent a fixer la position des points de 
la courbeC, dont le deplacement A/xB fait partie. Entre xet ^ il y aura» 
pour les diff^rents points de G , une certaine relation. Je la repr^nte par 
-c = ^1 (f ). La d6riv6e ?', (^) sera le cosinus de Tangle de la tangente me- 

169 n4B ^ G du cdte des s positifs avec X'X*; done (on le voit ais^ment, pour 
/< o comme pour /> o), frf^ l'^) = ? [?i l'^)] ?'i (^) sera la valeur en s 
4u produit de la force par le cosinus de Tangle que celle-ci fait avec la 
tangente men^e ^ C du c6te des $ positifs par le point ou la force est ap- 
plique. Or, pour avoir le travail , il faut int^er cette fonction par rap^ 
port k s , remplacer dans le r^sultat successivement s par sa valeur s^ au 

35 1 point B et sa valeur s^ au point A, puis retrancher*. Mais Tint^grale de 
? hil-^)] ?'i (^) V^^ rapport k s n'est autre que Tint^grale F(a?) de ^{x) 
par rapport k x, dans laquelle on remplace x par fi(s). En efifet, si on 
prend la d^rivee de F[<p,(j)] par rapport a ^, on trouve, d'apr^s le th^o- 
r^me des fonctions de fonctions , 

done le travail cheroh6 est 

F[?.(*.)]-F[?,(-*,)] = F(^.)-F(^.)- C.Q.F.H. 

353. Consequences du resultat precedent, 

Ecrivons la relation 

Tr./=F(.r,)-F(x.), 

35'2 qui exprime le resultat que Ton vient d'obtenir*. On en deduit imm^- 
diatement les consequences suivantes : • 
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1°, Le trtwail de la force f esi nul pour tout 
deplacement A/aB dont. Porigine A et Vextremite 
B sont dans un m^me plan perpendiculaire a la 
direction de la force; 

/ ,A^ T^ 7 ***• ^ travail de la force f a la m^me valeur 

^ ^- — 5—-^ pour deuJ: dSplacements A, p, B, , A,fx,B„ dont les 

origines A, et A, d'une part et les extr^mites B^ 
et B, d autre part sont dans un mSme plan per- 







pendiculaire a la direction de la force, 

354. Remarque sut les forces considerees au n** 352. 

Les forces considerees au n° 352 comprennent dvidemment , comme cas 
particulier, les forced constautes en grandeur, direction et sens, et par 
suite les poids^. D'aprSs celasi/est une force constante, comme Tint^- 221 
grale de /par rapport k x est alors /r 4- C , on aura 

Cette relation pourrait, du reste, se d^uire imm^diatement de la defi- 
nition du travail des forces constantes *. On remarquera aussi sans peine 337 
que les propriety du n® 353 deviennent ^videntes dans le cas des forces 
constantes* 

355. Travail d'une force constamment dirigSe tfers un centre fixe y et 
dont VintensitS est une fonction de la distance de son point dappU" 
cation au centre fixe * 

Soit un point fixe 0. Consid^ns une force dont fa direction passer 
constamment par ce point. Appeions/Fintensit^ pr^M^ du signe + ou 

do signe — , suivant que la force est repulsive ou 
attractive , c'est-^-dire suivant qu'elle esi dirigite 
de vers le point d'application on du point d'ap- 
plication vers 0. Enfin supposons / ^gal k une 
fonction <p ( r) de la distance r du point d'applica- 

tion au point 0. Je dis que le travail pour un 
deplacement quelconque AfxB peut ^ohtenir en prenant Vintegrale F(r) 
dp ^ (r) par rapport a r, remplacant dans F ( r) successivement r par sa va- 
leur r,, au point B et sa valeur r, au point A , puis retranchant les resultats, 
Pbemibre demonstration. — Decomposons te deplacement A|>.B en 
/ipartiesAfx^w,, /»,/*,»»,, WjfXa/Wj,. .., m„_,fA„B. Soient/, Z,,/,. . .,/, 
les valeurs de / lorsque le point d'application est en A , w, , w, , . . . , m^_^ ; 
d^signons par at, , «, , «s , • • m ^n ^®s angles des deplacements recti- 
lignes Aw, , //i,//jj, /WjWj,..., m^^^Yi avec les rayons vecteurs_ corres- 
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pondantsOAf 0/fi,,0 /w„ . . . ,0//i„_, (ces rayons ^tant prolong^ du centre 
vers la courbe ). Enfin . posons A m, = /, , w, w^ = /^ , m^ m^ = /g, . . . , 
/'i«_, B = /„. Je dis d'abord que les produiis 

repr^sentent les travaux que donnerait la force pour les d^lacenient^ 

respectifs A^, w, , w, fx, iw, , 'Wj ^3 m^ , . . . , 
w,_, f*^ B si elle conservait pendant chaque 
d^placement la valeur qu'elle a a rorigine 
de ces d^lacements ^ et par consequent 
que la limite 

lim2/^(,Cos«^ 

^ repr^sente le travail cherch6*. En effet^ 

^ prenons ea gdn^ral ^/^cosa^; si y^ est 

>o, ^ sera Tintensit^ de la force et a^ Tangle de sa direction avec 
339 le deplacement; done f^^l^ cos a^ sera le travail*; si ^ est <o, —f^ 
sera I'intensit^ de la force et tt — «^ Tangle de sa direction avec le 
deplacement ; done — ^^j, cos (tt — ai^) = ^/^ cosfl^ sera le travail* Decri- 
vons maintenant des spheres du point comme centre avec les rayons 
OA , 0/w, , Wj, . . * , 0/w^,^ OB; supposons que ces spheres ailleht couper 
un demi-axe OX men^ par le point 0, aux points A', /?/, , w', , . . . , /wj,_,, B' j. 

imaginons qu'en m^me temps que le point d'application se d^place 
sur AfiiB, un second point sollicite par la m^me force se d^placesur OX 
el vienne siiccfessivement de A', en /w', /w , , w/g,..., ^_,, B'*/,,/,, 

/a? • • • » /* seront, d'apr^s Thypoth^se faite sur la forCe , les valours de / 
pour les positions A', /n^,, Wj ,. . ., /w^_, du point d'application; done si 

nous designons t>^r^,, ^,, <^3)***) ^„ les d^placements k'ni^^ ^i^^'a' 
Wj OTg , . . * , w^ i B', precedes du signe -f ou du signe — < suivant que Tex- 

tr6mite de ces d6placementsest, par rapport a Torigine, dans le sens OX 
on dans le sens XO , on verra , comme plus haut , que les produits 

repr^sentent les travaux que donnerait la force pour les deplacements 
respectifs A' m\ , m\ m\ , m'^m\^,.,^ //i^_, B', si elle conservait pendant 

chaque deplacement la valeur qu'elle a au commencement de ces depla-* 
cements ; par consequent la limite 

sera le travail pour le deplacement A' fx'B'. Or je dis que 

lim 2/;, /^ cos a^ - lim 2/^rf^* 
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Pour \0 faire voir, comparons, en general, /^r/^ et f^l^ cos a ^-^ appelon^ 

n^ \e point ou Om^_^ rencontre la sph^r^ 

decrite du point comme centre avec OVw 

pour rayon et menons rn n^. Le triangre" 
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'Wp.i^pWp nous donnera 






8in(/2_-f-/w_)' 



^galit^ qui se reduit a 



d_ sin ( n 



si Om est > 0/y/p_,, c'esl-a-dire si d est positif (7%^. i), et a 



/_ 



.p — 



sm/i. 



d^ sin (n^-a^) 
si d^ est negatif (y%. 2)* Mais lorsqu^on fait d^croitre rn^^n^ )*angle /i^ 



w 



tend vers - et les deux expressions 



sin n . sm n^ 

sin[/2^-+-«p)' sin(/ip-/7^) 



vera 



cos a 



on peut done poser pour une valour finie de /w , m 



p 



sin /ir, 



£ — 



8in(/2/±«J cosflp 
2p s'annulant avec /w^., w^, cfe qui donne 

/^C0Sap = fl?p(l + sJ, 



puis 



/p/;,C0Sfl^=/^fl?p(l4-£,), 2/^/^^C0Sfl^=2/^^^(i-h6j, 



et en fib 



lim lfj„ cos a„ = lim 2 f ^, -h lim 2/„<s . 



D'un autre c6t6 on d^montrerait comme au n** 348 que Hm 2^^^6^ = o; 
done le travail lim 2/^/^ cos a^ pour le d^placement AfJiB est 6gal au 
travail lim ^fpd^ pour le deplacement A'p'B';^ mais celui-ci, ret ^{/')' 
6tant respectivement ce que nous avons appel6 s eX f[s) au n** 351 , 
s'obtient en prenant rint^gi'ale de <p(r) par rapport i r, substituant i r sa« 
valour au point B' ou au point B et sa valeur ail point A' ou au point A,- 
enfin retranchant les deux r<^sultats ; done, etc. 

Deuxieme demonstration.— Seient s les nombrespositifs ou n^atifsqui> 
servent k fixer la position des points de la courbe C dont le d^placementf 
fait partie. Entre r et ^ il y aura , pour les difiP§rents points de C , uner 
certaine relation ; je la repr^nte par r = y, (*). La d6riv6e <p', (s) sera le* 
cosinus de Tangle de la tangente menee a C du cdt6 des s positiffe, avec 
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le rayon vacteur prolong^ du p61e vers la courbe (*); done (on le voit ais^-^ 
ment, pour /< o comme pour/> o), /.^', (^) = ^ [«p, (a)] y\ (s) sera la 
valeur en s du produit de la force par le cosinus de Tangle que celle-ci 
fait avec la tangente men^ & C du c6t^ des s positifs par le point ou la 
force est appliqu6e. Or, pour avoir le travail , il faut int^rer cette fonc^ 
tion par rapport ^ s, remplacer, dans le rdsultat, successivement s par 8af 
35 1 valeur s^ au point B et sa valeur .r, au point A, puis retrancher^. Mais 
rint^grale par rapport k s de y [<P| (*)] ^', (s) n*est autre que I'int^grale 
par rapport i r de y (/•) dans laquelle on remplace r par <p, (.? ). En effet, 
si on prend la d6riv6e de F [<f, (^)], on trouve 

F'tT.{*)]^',{/) = ?[?,(.»)lT'.(*), 
done le travail cherch^ est 

F[?,{.S)]-F[?,(^.)] = F(r,)-F(r,). c.Q.r.D. 



, 356. Consequences du resuUat precedents 

Ecrivons la relation 

Tr./=P(r,)-F(r,), 

355 qui exprime le r^sultat que Ton vient d'obtenir*. On cnn d^uit imniiMia' 
(ement les cons^uences suivantes \ 

i^, Le travail de la force f est nul pour tout 
deplacentent dont rorigine A et fextreniH§& B^sont 
sur une meme spJiere decrite du point comme 
centre, 

a**. Le tta^ail de la force { a-la meme valeur 
pour deux deplacements A,|yi, B, , A^fA^B, dont les 
origines A, et A, (Pune party et les extremites 
B, et Bj d^ autre part , sont sur une mdme sphere 
decrite du point Comme centre. 





1 » 1 1 1 
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^{^) En effet y rapportons la courbe a trdis aies rectangles OX , OY, OZ. Les 

Cosinus des angles du rayon vecteur OM avec les axes 

seront -» -9 - : les cosinus des angles de la tangente 
r r r 

MT avec les axes seront * j/ , y' , e'. : done le cosinti» 

S S m 

de Tangle OMT sera 

r r r •* 

mais, puisquc x' -4- j'" -+-«'= 1*, on a 

xa/^H-/j^-i-w; = r/ et, par suite, ^<H-^/,4-7«i = '^, 

done , etc. 
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357. Travail qua mi le deplacement est Fun de ceux que produit ia force 
sur un point materiel en repos ou anime (Tune vitesse initiale. — Theo- 
reme de Peffet du travail, 

Considerons un point materiel de masse m; soit AfxB la trajectoire 
qu'il parcourt sous Tinfluence d'une force / et en vertu d'une vilesse ini- 
tiale. Prenons deux positions A et B du mobile sur cette trajectoire et 

cherchons le travail de la force pour le deplace- 
* ment AfxB compris entre A et B. Pour cela il 
suffit d'appliquer la r6gle donn^e au n** 351 . Or, 
le prodiiit de la force par le cosinus de Tangle que 
icfelle-ci fait avec la tangente k la trajectoire men6e, dans le sens des s po- 

sitifs, est ici ( -/«VM *; eri integrant par rapport a .y, on bbtient 320 

si Ton remplaie successivemenl s par sa valeur s^ au point B et sa valeur 6\ 
au point A, ou, ce qui revient au m^me^ V par sa valeur V.^ au point B et 
sa valeur V, au point A , on a 

1 , 1 ■ 

enfin , si Ton relranche , on trouve 

d'ailleurs-/wV* est, en general, ce que nous avons appel^ la puissance 

vive du mobile*; done : 277 

Lorsqu'iin point materiel est en moiwement sous V influence (Fane force 
et en vertu d'une vitesse initiale^ le travail de la force^ pour le deplace- 
ment effectif compris entre deux /positions du mobile^ est egal a la puis- 
sance vii>e correspondant a la position finale diminuee de la puissance 

» 

vii>€ correspondant a, la position initiale, 

Cetl« propridte, Tune des plus importantes de la dynamique, a reru 
le nom de tlieoreme de Peffet du travail, 

358. Consequences de la propriete precedents 

Si dans la relation que nous venons d'obtenir, on fait successivemenl 

V. = o, V,-o, 

on trouve que la puissance vive poss^d^e par un point materiel , est : 
I. ' i3 
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i". Egale au travail dc la force qui lui a ete appliquee y depuis qu^il r.<t 
sorti ilu rcpos ; 

'i?„ Egale et de signe contfaire an tf avail de la fttrce qu'il faiit lui np- 
pliquet pour le reduirc au tepos, 

359. Extension du theoreme dc Peffet du travail au cas oii le point ma- 
teriel est astreint par suite de liaisons matenelles a se mouvoir sur une 
courhe ' determinee . 

273 Soil un corps M, Bxe dans I'espace ou da moifts d'une masse ^ assez 
grande pour que les forces que Ton consid^refa ne* iui iitrpriment que des 
mouvements inappreciables. Supposons ce corps inyariable dans ses di- 
mensionS) c'est-a-dire tel, que les pressions tes plus fortes ne changent pas 
sensiblement sa fonne. Tragons dans son interiieur un canal dont la section 
ait des dimensions aussi petites que celles des molecules et <p]e Ton puisse 
192 par cOns^uent assimiler a une ligne mathfematique AfxB*. Plagons, dans 

ce .canal, un point materiel de masse m; enfin 
faisons interveuir une force/. Le point materiel 
prendra un mouvement; mais ce mouvement, qui 
doit necessairement avoir lieu sur AfxB, ne sera 
pas, en g^n^ral, celui qu'imprhnerait la force si 
le mobile elait libre. Or, un mouvement ne peut 
etre modifi^ que par une force ; done il faut que le corps M exerce une 
action sur le mobile. Appelons cette action 7. En supposant le point 
materiel soumis a I'influence simulCanee des deux forces / et 7 ou a Tin- 
fluence dQ leur r^ultante F, nous pourrons le considerer comme libre. 
Ainsi Vj 6tant la vitesse au point B , et V, la vitesse au point A dans le 
357 mouvement effipctif, on aura* 

(Tr. F), ^ = -m\\--my^,- 
367 mais, d'apres ce qui sera d^montr^ plus loin*, 




■(T'-PU^B=(Tr..n,,„B 



(Tr. ?) 



Ay«B' 



done 



lTr-/)A^B + (Tr.,)^^3=.i,„V5-i,«V?. 



Je dis maintenant que ^ est normale a A ftB, du moins quand les parois 
du canal, que nous supposons d^ja tr^s-dures , sent de plus tres-polies. En 
effet , dans ce cas, un point materiel plac^ sans vitesse dans le canal , et 
soumis a Tinfluence d'une force normale reste en repos ,' quelle que soit 
Tintensit^ de la force; au contraire un point materiel toujours sans 
vitesse et sollicit^ par une force incline sur le plan normal au canal se 
met en mouvement. II resulte de la que le corps M ne peut exercer sur un 
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point materiel en repos plac<^ dans le canal que dies actions normales; 
d'ailleurs ce qui arrive pour un point materiel en repos doit nnturellc- 
mcnt avoir lieu pour un point en mouvement : done la force <p est con- 
^taiiiment normale a la trajectoire AjxB; done Tr. (p est nul* et 35o 

(Tr. /). _ = -/wV; wVJ. c. q. f. D. 

360. Remarque sur ia demonstration precedefitc . 

La maniere dont nous avbnS rendu obligatoire , dans le num^ro prece- 
dent, le mouvenlent du point materiel sur la ligne ApB est tres-simplc 
et fait tr6s-bien comprendire" I'existence et les propriety de la force <j>. 
Pour d'autrefe liaisons il pourra ^tre moinS ais6 de se rendre compte de 
cette force. N6anmoins il reste clailrement d^ontr^ par ce qui precede 
t{ue le th^oreme de Teffet du travail a Ueu toutes les fois qu'en vertu 
des liaisons, i** le poitit ne peut pas quitter la courbe ; a** ie point est tenu 
en equilibre par une force notmale a la courbe , tPintensite quelconque 
d'ailleurs; 3° le point est mis en mouvement par une force inclinee sur 
ie plan normal a la courbe. En effet, la force ^, quelle qu'ellie soit, 
^t alors normale k la trajectoire et par suite a un travail nul*. Ainsi il duf- 35ici 
fira, dans chaque ca^ particulier, de verifier liBS trois conditions dont 
nous venons d^ parler. On doit rematquer que la troisi^me n'est HgoUreus(^- 
tnent satisfaite qufe dahs ie cas ideal du mouvement sa^s frottements, 

361. Consequences du tfaeoreme de Fejfet du travail], dans le cas da 

mouvement obligatoire sur une courbe, 

* • 

Gonsiderons un point materiel astreint k se mouvoii* gans frottements 
sur une courbiB quelconque , en vertu de Tune des deux forces consid^r^es 

aux n** 352 et 355. Je dis 
que pour toutes les posi- 
tions ApAj, A3, ..., prises 
dans un m^me plan bu sUr 
une mi^me sphere coupant 
k angle droit la direction dela force**, la vitessedu mobile sera la m^me. 352, 355 
En effet, le travail de la force sera nul entre deux dfe ces positions**; 353, 356 
done, etc*. 359 

Consid6rons, en second lieu, deux points mat^riels de m^me masse, 

astreints k se.mouvoir sans frottements sur deux 
courbes diff^rentes toujours sous I'influence de 
Tune des deux forces consid^r^es aux n°' 352 
et 355. 
Si les deux mobiles ont la tti^me Vitesse potir 
deux positions A, et A.^ prises dans uli m^me plan ou sur une mtoe sphere 

i3. 







I 
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coupant la direction de la force a angle droit, ils auxont aussi meme vitesse 
pour deux positions B, et B, prises dans un autre m^me plan ou sur une 
autre mSme sphere coupant la direction de la force a angle droit. En 
356, 353 effet, le travail sera le m^me pour les deux d^placements A,B( et A^B,** ; 
done la variation de puissance vive sera la m^me pour le passage de A, 
359 en B, et celui de A, en B* ; done, etc. 

362. Remarque, 

On sait que les poids sent un cas particulier de la force consid^ree au 
- n'' 352. Ainsi les propri6t6s precedentes sont vrales pour les points ma-^ 
teriels pesants. 

363. Determination de la force des liaisons. 

La force cp que font naitre les liaisons et qui , jointe a /, permet de re- 
359 garder le mobile comme libre *, se nomme la force des liaisons. On pent ais^ 
ment trouver I'intensit^ de cette force quand on suppose sa direction normale 
k la tfajectoire. En effet, d^CQmposons la force/ en deux, Tune tangente, 
I'autre normale. Soit N la composante normale. La resultante de <p et de N 
seralacomposante normale de la force qui produit le mouvement du point 

materiel suppos6 libre, c'est-i-dire la composante d' in tensite qui a ete 

P 

d6termin6e au n° 320 ; done «p sera la resultante de la force et de N 

P 
prise en sens contraire. On peut dire encore que <p, prise en sens con- 

traire, est la resultante de N et de prise en sens contraire. Ce dernier 

r^sultat peut ^tre enonce autrement et constitue alors une propri^te impor- 
tante. Puisque ^ repr^sente Taction qu'exercent sur le point m les corps 
qui forment les liaisons , <p prise en sens contraire est la reaction du point m 

4i5 sur ces m^mes corps*; d'un autre cdt6 prise en sens contraire est la 

416 force centrifuge du point* ; done la reaction du point m sur les corps qui 
forment les liaisons est la resultante de la composante normale N de la 
force f avec la force centrifuge. Si le point materiel 6tait en repos, sa 
reaction sur les corps qui forment les liaisons serait ^videmment egale a 
N ; on voit done que le fait du mouvement ajoute a cette reaction une 
composante qui est pr^cis^ment la force centrifuge. 

364. Extension du theoreme de Peffet du travail au cas ou le point est 

astreint h parcourir une surface donnee. 

£tant donn6 un point materiel soumis a la force / et astreint a se mou- 
voir sur une surface donnee, si on peut admettre qu'en vertu des liaisons, 
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i"* le point ne quitte pas i^surface ; 2** le point est tenu en dquilibre par 
une force normale a la surface ; 3" le point est mis en mouvement par 
toute forcp inclintSe sur la normale a la surface; la force ^ que font naitre 
les liaisons et qui , jointe k /, permet de regarder le mobile coimne libre , 
sera constamment normale a la surface* ; done son travail sera nul et le 36o 
th^oreme de Teffet du travail aura lieu. On peut encore, dans ce cas, 
6lablir des propriet6s analogues a celles du n° 361 , determiner la force 
des liaisons, etc. Nous laissons au lecteur le soin de d^velopper cos 
question^ qui n'offrent aucune difficult^, apr^s ce que nous avonsdit pour 
le mouvement sur une courbe d^termin^e. 




§ in. — Proprietes generales des travaux des forces. 

365, ie travail de la force cotistante* qui sert de resid- 3oo 
tante a plusieurs forces constantes donnees est egal a la 
somme des trai^aux des composantes, 

Soientyi , yi , yi , . . . , yj, un groupe de forces constantes et 
T/ F leur resultante. Projetons orlhogonale- 

ment toutes ces forces sur la droite AB 
qui joint la position initiale A a la posi- 
tion finale B du point d'application ,' nous 
aurons * 3o6 

{Pr.F)^3 = (Pr./.) AB+ (P'-'/'U ^ (P'-'Ab-*-- • ^-^ (Pr./^)^^; 

en multipliantpar AB, il vient* 340 

(T«-.F)A^B=(Tr./)A^B+(T'--/.)A^B+(Tr-/3)A^B + --- 
-»-(T'-/'.)A/.B=2(.fr./,)^^g cQ.r.D. 

366. Le trav^ad elementaire* de la force constante cfui 341 
sert de resultante a plusieurs forces constantes donnees est, 
pourun mdme deplacement du point d* application , la somme 

des travaux elementaires des composantes* 

Au lieu de projetcr les forces sur le deplacement reetiligne 
AB, projetons-lcs sur la tangente AT menee a A/xBpar le point 
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^06 A dans lo sens dq deplacement , nous aprons'*' 



(p''-/l)^'l^^ 



34* en mullipliant par le depts^cement A|!xB, il yienl*^ 

I , .■ ■ • . 

' '^("••A)a;,b=^(""-/A;.b. 



C. Q. F. D. 



367. Le travail de-la resultai\te de plusieu/s Jorces va- 
riables est, poMK un m0hic deplacement dti point d applica^, 
tioHy egal a la sofnme des trai^aux des composantes, 

Decomposons le deplacement AaB en p parlies Aixitrti^ 
mifxsms , m^jx^m^ , . . . , m^.i UpB^. Soient /', , /',, /',, ^ . . , / '„ 

les valeurs des composantes et F' la va- 
leur de la resultante, quand le point d'ap- 
plication est en A 5 /' , /^ , /i, • • • , ^ « l^s 
valeurs des composantes et F" la valeur de, 
la resultante, quand le point d'applicatiou 
^st en /»m/I,/%/^',...,/^ les va- 
leurs des composantes et F"' la valeur de la resultante, quand 

le point d'application est en m,;. . . f^^\fl'\ J^^'\, . .,/„^^^ 

les valeur^ des composantes et F^''^ la valeur de la resullanle 
q^uand le point d'application est en m^_^ : nous aurons si^cces- 
365 sivement ^' 




(Tr. r). =2(Tr. A), 

.(Tr.F") • =2(Tr./J) 
(Tr.F^) =x(Tr./n 



fi^rn 



i> 



///,/*,»/„ 



"'jiW.'W,, 



(Tr.F.(/'))„ ^^ B=2(Tr./f^)) 



d'ou, en ajoutant, 



"";,-, /^^ 



^p-xP-p^y 



(Tr.F'), +(Tr.F') 
^f- (Tr. r") 

~ ' U (Jr./;) . 



. .-+(Tr.FC/')) 



'"y.-l /^/, ** 



,. . (Tr./;) 



m,fj.,m. 



(Tr-Z^K. 
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puis en faisant decroitre indefiniment les deplacements 
AfjLtnii, /nifisfnj, m^ii^mji^. , ., Wp^jfA^B, 

368. Conslderons une serie de moui^etnents et leur resul- 
tant *y regardons successwenient chaqne mobile comme le ^1\ 
point d^ application d'line meme force constante f. Le tras^ail 

de la force f, pounle deplacement qui correspond au temps T> 

m 

dans le mouv^ement resultant, sera egal a la sOmme des tra^* 
i^aux de la force f, pour les deplacements qui correspondent 
au temps T, dans les mou\^ements composants , 

Soient mxf m^^ m^, . . . ^ les positions du mobile dans lea 
mouvements composants el M la position dans le mouve-^ 
ment resultant, au commencement du temps T. Soient m\ , /w', > . 
W3 , . . . , les positions du mobile dans les mouvements compo- 
sants et M' la position dsms le mouvement resultant, a la fin da 
temps T. La droite MM' sera la resultante des droites m^ m', , 
Wj w'j, w» m'j^, . . .*, done en projelant orthogonaleinent sur la 180. 
direction de la force/*, on aura * 22 

Pr. MM'= Pr. /W| m^ -+■ Pr. /7/2/w', -h Pr. »hfii\ Hr- . . . ; 
en multi pliant les deux membres par f il vient * 337 

(T'--/)mm'=-(T-/)™,„', ^ (Tr-/)„.„. +(Tr./)„^„, + • • . c. g. .. «. 

369. Considerons une serie de mout^Snients et leur r^suh 
tant, regardons successii^ement chaqne mobile comme te 
point d' application d' une force f qui vane ai^ec Id position 
du mobile dans cliaque mouvement , mais qui a la mSme 
valeur pour les positions contemporaines dans les divers 
mouvements . Le travail de la force f, pour le deplacement 
correspondant au temps T^ddns le mouvement resuUcint, sera 
egal h la somme des travaux de la force f pour les deplace^ 
ments correspondant au temps T, dans les mouvements com- 
posants. 

Decomposons Ic temps T en n parlies Oi , ^2, ^3 ? • • • ? ^h- 
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Soienty, la valeur de la force au commencement de 0i,yi 
la valeur au commencemeot de Q%tfz la valeur au commen- 
cement de Ss, . . . ,y)i la valeur au commencement de 9„. Nous 

368 aurons successivement * : le travail de /i pour le deplace- 
ment qui a lieu pendant le temps 0i dans le mouvement re- 
sultant egal a la somme des travaux pendant le temps di dans 
les mouvements composants; le travail de/j pour le deplace-^ 
ment qui a lieu pendant le temps ds dans le mouvement re- 
sultant egal a. la somme des travaux pendant le temps d, dans 
les mouvements composants ; le travail de fz pour le deplace- 
ment qui a lieu pendant le temps B^ dans le mouvement resul- 
tant egal a la somme des travaux pendant le temps 0^ dans les 
mouvements composants \ eufin le travail de^^, pour le deplace- 
ment qui a lieu pendant le temps 6„ dans le mouvement resul- 
* tant egal a la somme des travaux pendant le temps 9„ dans les 
mouvements composants. En ajoutant et faisant decroitre inde- 
finiment les intervalles de temps 9i, 02 , 63 5 • • • ? ^n? ^^ trouvera 
que le travail de f pour le deplacement qui correspond au 
temps T dans le mouvement resultant est egal a la somm^ 
des travaux de y pour les deplacements qui correspondent 

345 au temps T dans les mouvements composants. * c. q. f. d. 



370. lleniarque relalwe aux tra\^aiix des forces en equilihre^ 

U resulte immediatement du theoreme demontre au n^ 367 
que lorsque des forces se font equilihre, la somme de leurs 
travaux pour un deplacement quelconque du point d'appli- 
cation est egale a zero. 
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fn ™ ■^■^■^^■— ■^■^— ^™^^^^— ' * mi^^f^nm-^^^'^'^mm* 



GHAPITRE XIV. 

TRAVAIL i)ES MOTEUilS (*). 



371. Des moteurs. 

On don lie le iiom de moteurs a ces agents aniraes ou inani- 
nies qui produiseni les forces au moyen desquelles on met en 
mouvement les machines eniployeesr dans rindustrie. 

Les principaux moteurs sont les animauXy les courants 
d^eauy lavapeur, les courants d* air, 

372. Tras^ail des moteurs. 

Lorsqu un moteur est employe soit direclement, soil par 
Tinterinediaire d'une machine^ a eflectuer un certain ouvrage, 
a moudre du ble, a tordre du fil par exemple, on dil quHI 
ira^aille^ qa\\ fait un travail, Les moteurs s'evaluent et so 
payent, dans le commerce, d'apres le travail qu'ils font et non 
d'apr^s les forces qu'ils produiseni. Le travail est en conse- 
quence considere comme une nouvelle grandeur qui remplacc 
la force. ' 

373. Distinction entre le tra^^ail des moteurs et celui des 

Jorces. 

On ne doit pas confondre le travail des moteurs qui est une 
quantite et celui des forces qui est un produit de nombres* 337 
(ou une somme de produits de nombres)* et par consequent un 345 
nombre. Neanmoins il imporlc de remarquer que le travail 
des moteurs est toujorurs accompagne de celui des forces que 
ces moteurs produiseni. En effet, un outrage quel qu'il soit a 
pour objct de deplacer des corps ou dc changer leur forme*, or 



(*) L'intclKgcnce dc cc cbapilrc suppose quclqucs nolioiis sur Ics machines; 
si Ic Icctcur rcncoiilrait des difllcuUcs , il devrail prendre connaissancc des pre- 
miers numeros de la IV Parlie. 
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cela ne peut se faire qu'en employant des forces qui font 
voir leurs points d' application et qui par suite donnent 



mou^ 
qui par suite donnent lieu 
un travail. 



37-4. II suffit de dejiiiir la mesure du travail des moteurs. 

Puisque le travail des moteursest une quantite, ilest inutile 
de chercher a en donner une definition : il suflGt de definir avec 
soin sa mesure. Pour cela il faut dire ce qu'on entend par tra^ 
vaux egaux et par somme de plusieurs travaux (Note I). 

375. Definition de deux travaux egaux, de la somme deplu-r 
sieurs tyas^aux , du rapport de deux travaux quelconques , 

• 

Gonsiderons plusieurs moteurs de m^me nature ou de na-r 
ture difierente et supposons-les tons employes a une m6me 
fabrication , a tordre du fil par exemple, au moyen de machines 
convenablementconstruites. i^ Lorsque deux moteurs sen^iront 
a tordre le mdme nombre de metres defil, on dira que leurs 
irauoMXSont egaux, i^ Lorsquele nombre de metres dejil lor- 
dus au moyen d'un moteur sera egal a la somme des nom-r 
bres de metres de fil tordus au mojen de plusieurs autres 
moteurs , on dira que le trax^ad du premier moteur est egal a 
la somme des trax^aux des aulres moteurs. Ay ant defini la 
somme de plusieurs tfavauxr on a par la m^me une idee nette 
du produit d'un travail par un nombre entier, par une fraction, 
^ par un nombre incommensurable et puis du rapport de deux 
fravaux quelconques (vojez Note J). 

376. Remarque sur les definitions precedentes. 

Pour que les definitions precedentes. soient acceptables et 
conduisent a une fiotion vraiment nette du rapport de deux 
travaux, il fs^ut qu'elles ne dependent point du genre d'ouvrage 
que les moteurs font. Ainsi, par exemple, deux travaux qui ont 
ete rcconnus ^gaux quand les moteurs sont employes a tordre 
du fil , doivent aussi T^tre quand les moteurs sont employes a 
moudre du ble. Or, r'est co qui decoule de la propriele sui- 
vante : 
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377. Le rapport des tra\faux de deux moteurs est egala celui 
des trayaux des forces que ces moteurs produisenty quand 
du moins on suppose les machines sans Jrottements, 

Soient deux moteurs de ra6mc nature ou de nature diflerente 
et supposons'les, comme au n° 375, employes a tordre du fil 
par I'lntermedi aire de machines convenablement coustruites. 
II resulte d'abord de notre deflnition* que le rapport des ira- 375 
vaux des deiix moteurs sera egal a celui des nombres de metres . 
de fil que ces moteurs auroiit servi a tordre. Mais la filature de 
chaque m^tre de fil etant, dans tous les cas, accompagnee des 
pi^mes circonstances doit exiger que les points sur lesquels on 
^git parcourisnt le m(^me chemin, en recevant la meme force, 
pt, par consequent, doit correspondrp a pne meme valeur du tra- 
yail de ce qu'on appelle les forces resistantes ; done le rapport 
des nombres d<s metres de fil tordus par les deux moteurs est egal 
a celui des travauxdes forces resistantes correspond antes. D'uii 
autre c6te, d'apres une propriele qui spra demontree dans la 
iheoriedes machines, le travail des forces resistaptes est egal, 
flans une machine quejconque (du moins quand on fait abstrac- 
tion des frottements) au travail des forces motnces, c'pst-a- 
(lire au travail des forces qi;i proyiennent du moleur •, done, elc. 

378. Unite de trauail. -rr Me sure d*un travail qiielconque. 

L'unite de travail des moteurs, appeleepar M. Poncelet hilo- » 
grampihtrey est le travail qu'il faut faire pour elever, dans le 
" vide, un poids ega| a 1 kilogramme a une hauteur de i metre ^ 
de facon que les vitesses du poids au depart et aTarrivee soienl; 

les memes. 

> ■ ' ', ' ' 

La mesure d'un travail quelconque est done le rapport de. 
ce travail ai^ kilogrammetre. 

379. La mesure du travail d'un mot^ur est egale au travail 

des forces que c^ moteur produit, 

Supposons qu'un moleur soil employe a elever un poids. a 
^nc cerlaine hauteur, on aura* 357 
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f etaiit la force que produit le moteur, p le poids et par suile 

2(i2 ^ la masse*,^A la hauteur, Vj el Vg les vilesses au depart el a 



P 

s 

rarrivee. Faisons 



nous aurons * 



/; = I , // = I , Vj = V, ;. 
Tr./=i. 



Cela prouve d'abord que lorsqu'un moteur fait un travail 
egal a i kilogrammetre, les forces qui proviennent de ce moteur 
fournissent un travail egal a i . Mainlenanl le rapport des ira- 
vaux de deux moleurs etanl egal a celui des iravaux des forces 
377 que ces moleurs produisenl*, le rapporl du iravail d'un moteur 
au kilogrammetre, c'est-a-dire la mesure de ce iravail, sera egal 
au iravail des forces produites par le moteur. c. q. f. ». 

380. Cas oh il est necessaire de tenir compte du temps dans 
Vei^aluation des moteitrs, — Nou^elle unite de travail. 

En general, le temps ne doit entrer pour rien dans revalua- 
tion des moleurs, car on pent, sans quHl en resulte de diiference 
dans les depenses, diminuer comme I'on veul le lemps qu'il faul 
pour produire une certaine fabrication avec un moteur deler- 
mine. Ainsi, supposons qu'on emploie 10 hommes a elever des 
fardeaux; si Ton veut ensuite effecluer plus promptemenl eel 
ouvrage, rien n'empecliera d'y employer 20, 3o hommes, 
el sans qu'il en couie plus de journees , le m^me resultal sera 
alteinl en 2 fois moins, 3 fois moins de lemps. Cependant 
quand on considere un moteur qui travaille d'une mani^re 
coniinue , comme par exemple la chute d'eaii que forme un 
couranl , il devienl necessaire, pour se faire une idee de cette 
source indefinie de iravail , d'enoncer ce qu'elle produit dans 
un certain lemps. On rapporte alors le iravail a une unite 
particuliere, dans laquelle le temps est pris en consideration : 
cette unite est ce que I'on nomme Ic chei^al'Vapeur^ die cor- 
respond a y5 kilogrammetrcs par seconde. 



^ 
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GHAPITRE XV. 

TH^OBIE DES MOMENTS. 



§ I. — Moments par rapport a nn point. 

38i. Valeur absolue du moment d* une force par rapport a 

un point. 

La valeur absolue du moment d^ une force par rapport a un 
^ p B B p A point O est le produit AB . OP 








de la droite AB qui represent e la 
force en grandeur, direction et 
sens , par la perpendiculaire OP 
abaissee du point O sur AB. 

382. Signe des moments, 

Les momenls, de m^meque les travaux et las projections, 
doivent 6tre accompagnes d'un signe , si Ton veut que leurs 
proprietes soient generales. C4e signe est fixe de la maniere sui- 
vante. Supposons un observaleur place d'un certain c6te du 
plan AOB, les pieds en O, la face vers A. Pour cet observaleur, 
des deux regions du plan AOB que la droite OA determine, 
Tune paraitra a droite , Tautre a gauche. Nous les appellerons 
region de droite -et region de gauche. Cela pose, si la force 
AB tend a enlrainer son point d^ application vers la region dc 
droite (^g^. i), nous * prendrons le moment positivement; si, 
au contraire, la force tend a entrainer son point d^ application 
vers la gauche [fig, 2), nous ferons preceder son moment du 
signe — . 

383. Notation des moments. 

On represente le moment d'une force y par rapport a un 
point O par M', /. 



J 
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384 . Conser/uences immediales de la definition des indnients: 

i". Le monumt dUme force ne change pds lorique, conser- 
\^ant la grandeur^ la direction et le sens de la force y on 
deplace le point d^ application sur la representation geomc- 
trique AB de la force. 

a*^. Le moment d'une force est nul quandld direction de 
celle^i passe par le centre Odes moments /Recipror/uement, si 
le moment d'une force [differentede zjdro) eSt nul, cest que 
ta direction de la force passe par le ceritre des moments, ' 

38o.- On peut rattacJicr les moments aiix projections , 

Par le point d' application A de la force, mfenoris un axe X'AX 

perpendiculaire a QA et supposons que Ja partie pbsitive de cet 

382 axe soil drrigee dans ce qu'on appelle la region de droite*. La 

?; projection de A B sur X' AX sei'a positive^ 

/^ oil negative, suivant que la force ^cndra a 

/ ' \ en trainer son point d'application dans la 
— , ' -^ region de droite 6u dans la region de gau- 

^ che. Done : i^ le signe de celte projection 

^ \ sera celui du moitient de la force AB par 

382 rapport aU point O* ; mais i^ la valeur absolue Aft dela projec- 
tion^ c'est-a-dire la perpendiculaire BQ al)aissee du point B 
sur OA donue, multipliee par DA, un prdduit egal a AB.OP, 
car ces deiix prodiiits representent Tun et T autre le double Ae 
Taire du triangle AOB \ done le prodnit par Ok de la projection 
orlhogonale [prise en grandeur et en signe) de la force AB 
sur X' AX, est egal au moment [pris en grandeur et en signe) 
de la force AB par rapport au point 0. 

386. On peut rattacher la consideration des moments h celle 
341 des trauaux elementaires* . 

Supposons que le point d' application A de la force AB 
tourne autour du point O dans le plan AOB et decrive un arc 
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de circonference Aa A^, dans la region de droite. Le travail 

elementaire de la foi*ce AB sera, pour ce 
.,A' deplacement, 



-* — » 



^-rr '" » A« A. A/..-«AV* 



,;''a\ / » - AB . A a A' COS BAX *, 34 1 

* \ ! ou bien 



\ I 



AB.OA.AOA'cosBAi. 

^ iOr AB cos BAX repriBsenle en grandeur 

et en sens* la projection onhogonale de AB sur Faxe X'AX 3i 
pcrpendiculaire a OA et prolonge vers la region de droite; 
par consequent OA.AB.cos BAX est le moment par rapport 
au point O de la force AB*: le travail considere pent doiic 385 
^tre mis soits la forme 

m;/.a^ 

Ainsi le trav>ail elementaire de la force f ou AB pour un 
deplacement de rotation autour de O dans le plan AOB et 
vers lu region de droite^ est egal au produit du moment de la 
force par r'apport au point O par V angle de rotation. 

387. Le moment de la resultant e F de plusieurs forces f,, fg, 

^3 > • • • > fn appliquees a un meme point A 
et situees dans un meme plan y par rap- 
port h un point O de ce plan, est egal a 
la somme des moments des composantes. 
Menons X'AX pcrpendiculaire a OA 
vers la region de droite, et projetons ortliogonalemeiit sur cet 
axe toutes les forces consid^r^es, nous aurons* jo6 

Pr. F = Pr./ -h Pr./, -h Pr./ -{-. . .-f- Pr./„, 

d'ou en multipliant par OA* 383 

m; F = Mj / -h m;/, -+- m;/3 -h . . . 4- m;/„ c q. f. d. 

On pourrait encore, pour demontrer ce theoreme, se servip 
de la propriete etablie au n** 386. 

388. Consequences du theoreme precedent, 
\^, La somme deS moments de plusieurs forces appliquees 
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ii un meme point et situees dans uu plan , par rapport a un 
384 point de la resultante de ces forces y est e gal h zero *. 

2**. Lorsque plusieurs forces appliquees h un m^me point 
et situees dans un plan, se font equilibre, la somme de leurs 
moments par rapport a un point quelconque de leur plan est 
egale a zero. 

3**. Lorsque la somme des moments de plusieurs forces ap- 
pliquees h un m^me point et situees dans un plan, par rap- 
port a un point du plan des forces ^ est egal a zero, ilfaut, 
ou hien que les forces se fas Sent equilitre, ou bienque la re- 
384 sultante passe par le centre des moments *. 

4°. Lorsque la somme des moments de plusieurs forces ap- 
pliquees a un m^me point et situees dans un plan, pdr rapport 
h deux points du plan des forces non en ligne droite as^ec le 
point d^ application y est nulle, les forces sefont equilibre, 

§ II. — Moments par rapport a nn axe. 

389. Definition du moment d ^une force par rapport a un axe. 

Soientun axe X'X (OX etanl la pariie positive) el une'^fbrce 

f representee ea grandeur, direction et 
sens par AB; on appelle moment de la 
; force /par rapport a I'axeX'X, le mo- 




X' 



38 1 / ^ a''^^/ nient* de la projection orlhogonale ab de 

AB sur u.n plan YZ perpend icul a ire a 
X'X, par rapport au point O ou ce plan 

rencontre X'X. 

390. Remarque sur le signe du moment. 

Pour fixer le signe du moment de ab par rapport au point O 
et par suite celul du moment de AB par rapport a X'X, il 
faut imaginer qu'un observateur soit place d'un certain c6te 

382 duplan YZ*. Ordinairement on suppose cet observateur du 
c6le du plan YZ ou se trouve la partie positive OX de Taxe ; de 
cetle maniere le moment d'une force par rapport a un axe est 
enlierement determine en grandeur et en signe, lorsqu'en 
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se donnant la position de-cel axe, on a soin d'indiquor le sens 
suivant lequel il est prolonge. 

391 / Notation du moment par rapport a un axe. 

On represente le moment d'une forcey par rapport a un axe 
OX par M^x/- 

392. Consequences inimediates de la definition des moments 

par rapport h un axe> 

I**. Les moments, par rapport a un axe , sont indepen- 
dants de la position du plan perpendiculaire h Vaxe , sur 
lequel on projette les forces, 

2°. Le moment d^une force ne change pas^ lorsque conser- 
vant la grandeur^ la direction et le sens de la force ^ on de- 
place le point d' application sur la representation geome- 
trique AB de la force. 

3^. Le moment d^une force est nul quand celle-ci est 
dans un mSme plan av^ec Vaxe [le point de rencontre de 
la force avec Paxe pouuant €tre a distance finie ou a dis- 
tance infinie), Reciproquement , si le moment (fune force 
differente de zero est nul , cest que la force est dans un 
meme plan auec Vaxe. 

393. Les moments par rapport a un axe peuvcnt elre rnt' 

taches aux tra^aux e/ementaires, 

Supposons que le point d'applicalion A de la forcey^ tourne 

autour du point C ou le plan TU mene 

par A perpendiculairement a X'OX ren- 

/ contre cet axe et decrive un arc de circon- 

' ference A a A', de gauche a droite pour un 

— -7 observaleur qui a les pieds en C, la letc 

Vz en X et le point A en face. Decompo- 

*'l sons laforcey en deux, Tune yi parallelo 

aTaxeOX, Fautrc /i perpendiculaire au memc axe, nous 

I. - i4 
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366 aurons d^abord *. 

("•'••^)a«A' = ("••/• )a«A' + ( "•• f\.K" 

Gly par suite, 

("••^)a«a' = ("---^')a„a'.. 

342 Car (ir. ft).* */ =^*' Mais, d'apris ce qui a ele demon- ' 
386 tr^ pour les moments par rapport a un point "^j 

done 

(^'••'^)A«A'=^y-^" 

D'un autre cdte/i est ^gale a la projection orthogonale de^sur 
le plan TU et son moment par rapport au point C n'est autre 
389 que celui dey par rapport a I'axe X'OX*; done 

Ainsi le travcul elementaire de Id force f corres pendant a un 
deplacement de rotation autour de Vaxe OX de gauche it 

« 

droite pour un observateur qui a les pieds en O , la t€te 
en ^ et le point A en face , est egal au produit du moment 
• de la force par rapport h Taxe par V angle de rotation. 

394. La somme des moments par rapport h un axe X'OX 
d^une suite de forces i^^ UyUt • » • > C appliquees a un mdme 
point A et dirigees d'une manikre quelconque dans Fes- 
pace , est egal au moment de la resultante F de ces forces. 

Premiere demonstration. — Fai- 
sons decrire au point A un arc de 
circonference A a A' autour de OX 
et de gauche a droite pour un ob- 
servaleur qui a les pieds en O, la 
l^te en X et le point A en face, 
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nous aurons 



366 



+ ('^-/^)a«v+---*-(*'--/-)a«a- 
et en divisant par AOA' 

M'- F = m' /. + M' /, + M' /a -h. . .-h M' /..* c.Q.F.D. 393 



OX 



OX 



ox- 



ox 



OX' 



DEifxiEME DEMONSTRATION. — Projetons opthogonalement les 
(orcesfijfi ,fi , . . .,fnilP sur le plan YZ , la projection F' de F 
sera la resultante des projections /'^ /',,/',, . . . ,/'„ de /(,/j, 
/s ) • • -/io * done on aura * 

par consequent * 

W' F = M ' /. -♦- M' /, 4- M' /a -h ... 4- M ' /„. c. q. f. d. 



3o5, 3d7 



OX 



OX 



OX 



OX" 



ox 



389 



395. Moments d'une force par rapport h trois axes coor- 

donnes rectangulaires. 

s 

Determiner les moments (Tune force par rapport a trois 
axes coordonnes reck^ngulaires , connaissantj i^ Vintensite 
de la force ^ tP les coordonnees de son point d' ap plication y 
3^ les angles que sa direction fait ax^ec les axes, 

Supposons, comme en geon^etrie analytique, les parties po- 
sitives des axes dispos^es de telle sorte qu an observateur plac^ 

suivant OZ, ies pieds en O, la t^te 
en Z, ait OX a gauche et OY a 
droite, d'ou il suivra qu un obser- 
vateur place suivant OX , les pieds 
en O, la tfete en X , aura OY a gau- 
~~x che et OZ a droite , et qu'un obser- 
vateur place suivant OY, les pieds 
en O, la tfete en Y, aura OZ a gau- 
che et OX a droite. Soient d'ailleursy' Tiqtensite de la force; 
Xy Y^ z les coordonnees de son point d' application A 5 a^b^c 

14. 
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les angles que sa direction fait avec les parties positives des 
axes. Nous aliens chercherle moment de/" par rapport a OZ; 
des changemenls de leilres consistant en ce que Ton appelle 
des permutations tour n antes, donneront ensuite le moment 
par rapport a OX et le moment par rapport a OY. 

Je decompose la force/" en trois paralleles aux axes. On 
aait qu'il suffira de faire la somme des moments des compo- 

^94 santes pour avoir le moment de la resultante *. Les com- 
posantes dont il s'agit sonl f cosa^ f cos b^f cos c^ du moins 

3o4 quand on les considere en grandeur et en sens *'^ mais si nous 
ne voulons avoir egard qu'aux valeurs absolues que nous appel- 
lerons ??^»X» ^^^us aurons 

^=:±/cOSfl, ^^ = ifc/cOS ^ , ;t = lt:/cOSC. 

Dans chaque ^galite, le signe est ■+- quand la composante a le 
m&me sens que Taxe auquel elle est parallele , et — dans le 
cas contraire. Remarquons encore qu'en appelant X, Y, Z les 
distances du point A aux plans coordonn^s , on a 

le signe etant 4- quand la distance est du m^me cote que la 
partie positive de Taxe auquel elle est parallele et — dans le 
cas contraire. 

Tout ceci etant admis, evaluons les moments des forces (p, <^, j^. 

On voit d'abord ais^ment que la valeur absolue du moment 
de (f par rapport a OZ est <pY. Pour fixer le signe, exami- 
nons successivement les quatre cas qui peuvent se presenter. 

1°. La force (p a m6me sens que OX, et le point A est par 
390 rapport a ZOX du cote de OY. Le moment est alors negatif *, 
sa valeur complete est done — ^Y ou bien — fycosa, 
car (p =fcosa et Y=j-. 

2". La force (p a un sens oppose a celui de OX , et le point A 
est par rapport a ZOX du cote de OY. Le moment est alors 
positif 5 sa valeur complete est done o) Y ou bien — f j cosa , 
car (p = — /cos a et Y = y . 

3". La force (f a m^me sens que OX , et le point A est par rap- 
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port a ZOX du cole oppose a OY. Le moment est alors positif ^ 
sa valeur complete est done y Y, ou bien — fjrcosa, car 
(f=fcosa et Y = — y. 

4**. La force (p a un sens oppose a OX , et le point A est par 
rapport a ZOX du c6te oppose a OY. Le moment est alors n^- 
gatif : sa valeur compUte est done — y Y, ou bien — fjr cosa, 
car (f = — y cos a et Y = — jr^ 

Ainsi le moment de (f par rapport a OZ est toujours 

— fy ^^^ ^' 

Passons a la force ^. La valeur absolue du moment de cette 
force, par rapport a OZ, est ^X. Pour fixer le signe, 
examinons successivement les quatre ca3 qui peuvent se pre- 
senter. 

1**. La force t{/ a meme sens que OY, et le point A est par 
rapport a ZOY du cdte de OX. Le moment est alors posilif ; 
SA valeur complete est done ^\ ou bien ^ cos b , car 
^==zfco3h et X= x. 

a**. La force ^ a un sens oppose a celui de OY, et le point A 
est par rapport a ZOY du cdte de OX. Le moment est alors 
negatif ; sa valeur complete est done — tp X ou hienfx cos i, 
car ^ = — y cos b et X = x. 

3**. La force ^ a m^me sens que OY, et le point A est par 
rapport a ZOY du c6t^ oppose a OX, Le moment est alors 
negatif^ sa valeur complete est done — (|/ X ou bien ^x cos b , 
car ^p z=f cos b et X= — x. 

4^. La force ip a un sens oppose a celui de OY, et le point A 
. est par rapport a ZOY du c6t^ oppose a OX. Le moment est 
alors positif 5 sa valeur complete est done ^|^ X ou hienfx cos i, 
car ^ = — /cos 6 et X = — x. 

Ainsi le moment de (|; par rapport OZ est toujours ^x cos b, 
II est inutile de s'occuper de la force j( dont le moment par 

rapport a OZ est nul *. Done le moment de^^par rapport a OZ , 391 

est 

MQ2y^=/(^cos b — jr cosa). 
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On d^uit de la par des permutations tournantes 



et 



Mqx/=/(/ cos c — z cos 6 ) , 
JAQ^f^^f [z cos a — X cos c). 



389 
395 



396. Remarque sur les moments des forces situees dans un 
% plan. 

Supposons que la force soit dans le plan XOY. Le moment 

par rapport a OZ ne sera autre que le mo- 
ment par rapport au point O*; done on 
aura* 







(i) M' /'=/'(« cos ft —J' cos «). 




X el y etant les coordonn^s du point A 
par rapport aux plans ZOT, ZOX ou bien 
encore les coordonn^es planes par rapport 
aux axes OX et 0Y» et a et & representant toujours les angles 
moindres que tt que la force prolong^e dans son sens forme 
avec les parties positives des axes OX et OY. Remarquons 
cependant que Fegalite (i) n'est vraie que si Tobservateur 
382 qui fixe* le signe du moment est place du c6t^ de OZ, de ma- 
niire, par consequent, a avoir OX a gauche et OY a droite ; 
dans le cas contraire , on aurait 

M^ /=/ [y COS a — X cos h). 

L'^galite (i) peut ^tre mise sous une autre forme. Appelons 
a Tangle compt^ de OX vers OY que la force prolongee dans 
son sens forme avec la partie positive de OX [a pourra main- 
tenant ^tre plus grand que tt), cos a ne changera pas de 
valeur, mais de plus cos b sera ^gal a sin a , par suite on aura 

M* f-=f{^x sin a — y ^'^^ ^ )• 
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§ III. — Moments par rapport k nn plan. 

397. Remarque sur les moments par rapport a unplan. 

* On ne consid^e les moments par rapport a un plan que 
dans le cas ou la force est parallele au plgn. 

398. Definition des moments par rapport hun plan, 

Soient un plan YZ et une forced ou AB parallMe a ce plan. 
On appelie moment de la force y, par rapport au planYZ, le 

moment* de la projection de^ sur un plan 38i 



^/ / / TU paralljsle kfel perpendiculaire a YZ 

T/ /j^'^ /^ P^^ rapport a un point O de la droite 

suivant laquelle TU coupe YZ, ou bien 
encore, le moment de/^par rapport a un axe X^ X perpendicu- 
laire ay*et situe dans YZ*. 389 

399. Remarque sur la valeur absolue des moments par rap- 

port i un plan, 

II est manifesto que la valeur absolue du moment d'une force 
par rapport a un plan est ^gale au produit de Tintensite de la 
force par la distance du point d'application au plan. 

400. Consequences immediates de la definition des moments 

par rapport a un plan. 

1°. Le moment d* une force (par rapport h un plan YZ 
est independant de la position du plan TU parallele h i et 
perpendiculaire h YL sur lequel on projette la force. 

a**. Le moment d' une force ne change pas, lorsque con- 
sen^ant la grandeur, la direction et le sens de la force, on 
deplace le point d' application sur la representation geomi" 
trique AB de la force. 
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§ IV. — Moments des vitesses, des accelerations, des quantites 

de mouvement, etc. 

40i . Remarque generate sur les moments. 

Pour d^finir les moments des forces, nous avons constamment rem«- 
398,389,381 piac6 celles-ci par leurs representations g^om^triques. Nos definitions s^ 
rapportent done en reality & des droites ayant une grandeur, une position 
et un sens determines ; par consequent nous pouvons considerer les mo- 
ments pour les vitesses , le$ accelerations , les quantites de mouvement , 
les impulsions , aussi bien que pour les forces. 

402. Point de vue partictdier sous lequet on doit considerer les vitesses , 
les accelerations, les quantites de mou\>€ment , les impulsions quand on 
prend leurs moments. 

Quand on se borne, comme nous Tavons fait jusqu'ici, a composer, a 
decomposer, k projeter sur des axes ou sur des plans les vitesses, les 
accelerations , les quantites de mouvement , les impulsions , il suffit de 
considerer la grandeur, la direction et le sens de ces elements; mais 
quand on prend des moments, il faut de plus avoir egard a la position 
dans I'espace de la droite indefinie dont les elements dont il s'agit repre- 
sentent une partie. Pour les vitesses, les accelerations, les quantites de 
mouvement relatives k un instant t , il est naturel de les assujettir a passer 
par le point ou se trouve le mobile a I'instant/, et leurs positions sent 
ainsi determinees. Quant aux impulsions correspondant k un intervalle 
de temps T, pn pent prendre arbitral rement la position de la droite dont 
elles representent une partie; il suffit qu'^ la limite, lorsque T decroit 
indefiniment, cette droite aille passer par le point ou se trouve le mobile 
a Torigine du temps T. 

^03. Les moments des vitesses^ des accelerations, des qumitites de mou- 
vement^ des impulsions sont d'un grand secours en dynaniique, — 
Theoreme sur les moments des quantites de mouvement, 

Les moments des vitesses, des accelerations, des quantites de mouve- 
ment , des impulsions peuvent etre utiles dans plusieurs circonstances. 
Nous aliens le montrer par un exemple. 

Considerons un mouvement dans I'espace. Projetons-le sur le plan YZ 
mene par le point perpend iculai rement a I'axe OX. Soient M la pro- 
jection du mobile a I'instant t et MA la projection de la quantite de 
mouvement au meme instant. Soient M' la projection du mpbile a Tin- 
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stant ^ + T et M'A' la projection de la quantity de mouvement.au m^me 

instant. Enfin prenons la projection BC 
de I'impulsion de la force pour Tintervalle 
de temps T compris entre t et ^4-T, 
projection que nous ferons passer par le 
point de rencontre B de MA et de M'A'*. 402 
BG sera la r^sultante de M'A' et de MA, 
prise en sens contraire** ; done on aura* ^29, 387 

M' BG = M' M'A'- M* M'A' ; 

o o . o • 

car le moment d'une droile change ^videmment de signe quand on change 
le sens de la droite. Divisons par T et supposons que cet intervalle de 
temps d^croisse ind^finiment. Le premier membre, en nous rappelant que 
I'impulsion pour le temps Test le produitdela valeurmoyennedela force 
par T*, deviendra le moment, par rapport au point 0, de la projection de 33 1 
la force sur YZ , ou !e moment de la force par rapport a OX* ; le second ^^9 
membre se r^duira k Iad6riv6e relative a f du moment, par rapport au 
point , de la projection de la quantity de mouvement sur YZ , c'est-i-dire 
a la d^rivee relative a f du moment de la quantite de mouvement par rap- 
port k OX . Ainsi , quand iin point est en mouvement sous Pinfluence cVune 
force ^ le moment de la force par rapport a un axe quelconque est egal 
a la derivee relative au temps du moment de la quantite de mouvement 
par rapport au me me axe^ 

404. Theoreme sur les moments des quantitcs de mouvement quand le 

mouvement a lieu dans un plan, 

Quand le mouvement a lieu dans un plan, si on prend I'axe OX perpen- 
diculairei ce plan , la propriety pr6c^dente devient* : le moment de la force 389 
par rapport a un point du plan est egal a la derivee relative au temps 
du^ moment de la quantite de mouvement par rapport au meme point. 

Consequences du tlieoreme sur les moments des quantites de mouvement, 

40S. Si la force Tjui produit un mouvement passe constamment par le 
point 0, et si la vitesse ou la quantite de mouvement passe par ce point 
a un instant t, le mouvement aura lieu sur une droite issue du point 0. 

Rapportons le mouvement k trois axes OX , OY, OZ ayant le point 
pour origine. Puisque la force passe constamment par le point 0, ses 
moments par rapport a OX , OY, OZ sont constamment nuls * ; done les 392 
deriv6es relatives au temps des moments des quantitcs de mouvement par 
rapport a OX, OY, OZ sont aussi nulles*, et les moments eux-mtoes 4o3 
sont constants. Mais la quanlit6 de mouvement passant par le point a 



323 




3l8 X^GANIQUE ^LilfBWTAlRE. 

l*instant /, ses moments par rapport k OX, OY, OZ sont nuls k cet in- 
stant ; done les m^mes moments sont aussi nuls 
k un instant quelconque ; done la quantity de 
mouvement se trouve eonstamment dans un 
392 m6me plan avee OX , OY, OZ *. II resulte de 

1^ que la quaiitit^ de mouvement, et par suite 
la tangente a la trajeetoire , vti eonstamment 
passer par le point 0. Or eela ne pent arriver 
que si la trajeetoire se r^duit k une droite issue 
du point (*). c. Q. f. d. 

406. Le mouvement produit par une force f , qui passe eonstamment par 
un point 0, s*effectue dans un plan passant aussi par le point 0. 

Soit YZ le plan passant par le point et par la vitesse MV du mobile a 

I'instant t. Projetons le mouvement sur un plan TU perpendiculaire k YZ. 

La foree qui produira le mouvement projete sera la projection de / 

sur TU * ; done eette foree passera eonstamment 
par le point C , projeetion de ; de plus la vi- 
tesse du mouvement projete , qui est k ehaque 
instant la projeetion de la vitesse du mouvement 
consid6r6, sera k Tinstant t eonfondue avee 

Tinterseetion ab de YZ et de TU , et passera , par suite , par le point C ; 
4^5 ii guit de \k que le mouvement projet6 a lieu sur ab*. Or eela ne pent 

avoir lieu que si le mouvement eonsid^re a lieu dans le plan YZ. 




C^) Ce theordme de g^ometrie parattra, sans doute, evident; en yoici cepen- 
dant une demonstration. Supposons d'abord la ligne plane et rapportons-Ia a 
deux axes OX, OY ayant Opour origine. Le coefficient angulaire de la tangente, 



sera - et aussi y^^ ; on aura done 



Qt,^ en integrant, 



ri =-» d'ou -- = ^ 
X y ^ 

V J' = 1 Jp Hr 1 C OU y =i.CX. 



Ainsi la ligae sera une droHe passant par I'origine. Si la Hgne n'est pas plane, on 
la rapportera a trois axes ayant toujours O pour origine , puis on projettera sur 
le plan des {x^y) et sur celui des (x, z). Lestangentes dans I'espace passant par 
)e point O, passeront aussi par ce point.en projection ; mais les projections des 
tangentes a une ligne de I'espace sont lestangentes des projections (le cette ligne. 
On voit done que les projections sur le plan des (x, / ) et sur celui des (x, e) de la 
ligne consideree, sont telles, queleurs tangentes passent par O, done ces projec- 
tions sont des droites, done, etc. 
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407. Proprietes diverges du mouuement produit par une force centrale, 

Theoreme des aires. 

Consid^rons le mouvement produit par une force dont la direction 
passe constamment par un point O. Ge mouvement aura lieu dans un 
plan YZ passant par le point 0*; de plus la d^riv^ relative an temps da 4o6 
moment de la quantite de mouvement par rapport au point 0, derive 
qui , en g6n6ral , est 6gale au moment de la force par rapport au m^me 
point *, sera ici ^gale k z6ro ; done le moment de la quantity de mouve- 4o3 
ment , et par suite celui de la vitesse , sera constant. Ainsi Y ^tant la 
Vitesse a un instant quelconque r,et p la longueur de la perpendiculaire 
abaiss^ du point sur la direction de cette vitesse , on a 

(i) yp = const. = a. 

On pent mettre cette ^alit6 sous diff^rentes formes. D'abord si on 
remarque que af^ et ^ sont les composantes de la vitesse parall6lement k 

deux axes coordonnes rectangulaires , on voit que xf^ — yaf^ est egal au 

moment de la vitesse V par rapport au point * ; done 




(a) xxt—xxt = 0L.[*) 

Soient , en second lieu , M la position du mobile a Tinstant/, M' la position 

y^ ^ k I'instant r-4-T. Joignons MM' et abais- 

sons , du point , OQ perpendiculaire k 
MM'. La vitesse V au point M est la li- 

MM' 

mite vers laquelle tend -=- lorsque T 

d6croit ind^finiment* ; d'ailleurs la limite 
de OQ est la perpendiculaire OP abaiss6e du point sur la direction de 

la vitesse V; done r6galit6 (i) revient a 

' < 

,. OQ.MM' 

lim --^ = a, 

ou bien en remarquant que OQ.MM' est le double du triangle OMM', k 

,. MOM' a 

lim-^-=-. 
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(*) ]Vousprenon8+ a pour second membre, parce que nous supposons,conittie 
on le fait habituellement : 1° que le mouTement s'efiectue dans le sens positif, 
c'cst-a-dire de OX vers OY ; 2® que OX est a la droite et OY a la gauche de I'ob- 
servateur qui fixe le signe des raonients. Pour d'autres hypotheses, le second 
raembre serait — «. 
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Consid6rons d' autre part le secteur OMfxM'.compris entre OM, OM', et 

Tare M/xM', de la trajectoire. Decrivons du point .0 comme centre les arcs 

de circonf^rence MN, M'N'. Si le rayon Of* varie constamment dans le 

mdme sens de OM k OM' (on pent toujours faire cette hypoth^se , puisque 

T est aussi petit qu'on le veut), le triangle OMIil' et le secteur OMptM' 

seront compris entre les deux secteurs circulaires OMN, OM'N'; done les 

deux rapports 

OMM' OMpM' 

T ' T ' 

seront compris entre ces deux-ci : 

OMN OM'N' 



) 



qui sent respectivement 6gaux k 

en posant OM = r, 0M'= r + Ar, MOM' = ^9 [Q sera Tangle positif de 
OM avec un axe quelconque men6 par 0); maislorsque Td^croit ind6- 

finiment, les deux rapports - r* -=r ) -(r-hAr)^7F- tendent I'un et I'autre 

2 12 1 

vers -r^^\j done les deux rapports ^ ? — ^ — ont la m^me limite et 
cette limite est- /^0' . II r^sulte de ik : 

'2 ' 



1°, 



(3) ,-G; = a; 



a*. 



,. OMfxM' a 

hm — ;f— = — 

1 2, 

La derniere egalit6 exprime une propri6t6 remarquable. En effet, la 

limite de — ^- — est la d^rivee relative au temps de Taire d^crite par le 

rayon vecteur , c'est-i-dire de Faire <t comprise entre un rayon vecteur 
fixe, un rayon vecteur variable et la courbe; on a done 

a 

(T = -e-{- const. , 

2 

ou simplement 

(4) .7 = 2^ 

en supposant que le rayon vecteur qui sort d'origine aux aires corresponde 
a la position qu'occupe le mobile k Tinstant initial; ainsi : Lorsrjii'un 
point sc meat dans un plan sous Pinjlucncc (Pune force dont la direction 
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passe par iin point de ce plan , les aires decrites par les rayons vecteurs 
issus du point {ces aires etant comptees a partir d'une origine conve- 
nable ) sont proportionnelles au temps, C'est en cela que consiste le th6o- 
r^me des aires decouvert par Newton. 

408. Reciproque du theoreme des aires. 

Reciproquement quand un point se meut dans un plan de faqon que les 
aires decrites par les rayons vecteurs issus d^un point du plan soient 
proportionnelles au temps, la force qui produit le moui>ement passe con- 
stamment par le point 0. En effet, la d6riv6e de I'aire prise par rapport 
au temps est alors constante, done [voyez la figure du num^ro pr^c^ent) 



par suite 



lim — i; — = const. , 



hm rr = const.* , 407 



et ' . 

v./? = const. 

II r^sulte de la que la d^riv^^ relative au temps du moment de la quantity 
de mouvement , par rapport an point 0, est nuUe , par cons^uent le mo- 
ment de la force par rapport au point est nul *, ce qui ne peut 6tre que 4^3 
si la force passe par le point 0*. 384 

409. Generalisation du tlieoreme des aires, 

Soit un mouvement dans I'espace produit par une force dont la direc- 
tion aille constamment rencontrer un axe X'X. Projetons orthogonale- 
ment ce mouvement sur un plan YZ perpendiculaire a OX. La force qui 
produira le mouvement projete sera la projection de celle qui produit le 

mouvement dans I'espace*, done elle ira constam- 3a3 
ment passer par le point ou YZ rencontre X'X ; 
done les aires d6crites par les rayons vecteurs ' 

issus du point et aboutissant aux positions oc- 





♦ , 

cup6es par le mobile dans le mouvement projete, 



c*est-^-dire les projections des aires decrites par 
les rayons vecteurs issus de et aboutissant aux 
positions occupies par le mobile dans le mouvement de I'espace seront pro- 
portionnelles au temps*. Reciproquement si les projections sur un plan 407 
YZ des aires decrites par les rayons vecteurs issus d'un point de ce plan 
sont proportionnelles au temps, la force qui produit le mouvement ren- 
contre constamment la perpendiculaire au plan YZ men^e par le point 0*. 4^8 
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4i0. Consequences des proprietes demontrees au n° 407. 

Soit uii mouvemenl produit par une force centrale , supposons que par 
un moyen quelconque on soit parvenu k connaltre la trajectoire , je dis que 
les proprietes du n° 407 permettront de determiner la vitesse k un in- 
stant quelconque et le temps correspondant a 
/m une position donn6e. Appelons 




requation polaire de la trajectoire (le pdle etant 
le point fixe par lequel passe la force). 
La relation (i) du n** 407 donne 

P 
mais 

/? = OP = OM sinOMP = r sinOMP; 

d'un autre cdt6 

tangOMP = 9-' d'ou sinOMP = -r=L=, 

done 

• r* I I 



par suite 



'"'-"'''■ v/p-pt".)- \/?-[(;y.T 



En second lieu la relation ( 3 ) du n** 407 peut s'^crire ainsi 



et on en tire 





"r 


= «» 




e 




'e- 


a 


a 



Done on peut obtenir t en fonction de d , au moyen d'une quadrature. 

411. Remarque relative a la constant e ol, 

II est k remarquer que la constante a , qui entre dans I'expression de V 
et dans la valeur de f, pourra toujours ^tre determin^e au moyen des 
circonstances initiales du mouvement. En effet , r^ etant le rayon vecteur 
initial , V^la vitesse initiale et (J^ Tangle de ces deux droites, on a 

a = ''oV.sin^,, 
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GHAPITRE XVI. 

phingipe de la reaction £gale ex contraire a l'agtion. — 



FORGE D^IKERTIE. 



§ I. — Principe de la reaction ^ale et contnire a Taction. 

412. Objet du principe. 

Le principe de la reaction egale et contraire a Faction , d^couvert par 
Newton, est une propriety g^nerale qui pr^ide k la production des 
forces. 

^13. E nonce du principe, 

Soient deux points mat^riels A et B. Si Tun d'eux A exerce une action 
sar I'autre B , r^iproquement le second B exerce une action sur le pre- 
mier A , et ces deux forces sent ^ales , dirig^es suivant AB et de sens con- 
traires, de mani6re qu'elles tendent Tune et Fautre k rapprocher ou k 
Eloigner les points. 

414, Remarque sur le principe de la reaction egale et contraire a Faction, 

II importe de remarquer que I'^galit^ avec changement de sens n'a lieu 
qu'entre les forces d^veloppiSes par la presence des points mat^riels et 
nullement entre les effets ou mouvements produits par ces forces. En effet, 
les mouvements que prennent les points mat^riels dependant non-seule- 
ment des forces, mais encore des masses des points mat^riels, peuvent 
dtre et sent mSme, en g^n^ral, tr6s-dif<6rents. Ainsi, quand, apr^s avoir 
souleve un corps a une certaine hauteur, on Tabandonne subitement k 
lui-m^me ; en vertu des actions qu'exercent les diffi^rents points materiels 
de la terre sur les diff^rents points materiels du corps, celui-ci prend un 
mouvement dont nous avons indiqu^ les lois au n^'SlT, tandis que la 
terre , quoique ses diff^rents points materiels soient soumis aux m^mes 
actions de la part des points du corps , ne prend n^nmoins qu'un mou- 
vement insensible, k cause de la grande difference qui existe entre sa 
masse et celle du corps. 
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§ II. — Force d'inertie. 

-415. Le principe de la reaction 6gale et contraire a Taction conduit 
a la notion de la force que Ton appelle force (Tinertie, Supposons 
qu'un point materiel m soit sollicit^ par une s6rie* de forces qui ne se 
font pas ^quilibre et qui communiquent par suite au point un cer- 
tain mouvement. Ces forces seront des actions exerc6es sur le point m 

par d'autres points mat^riels w,, w^, /Wj, Or, en m^me temps que 

les points /w,, /w^ , W3 , . . . , agissent sur m ; d'apres le principe de la reac- 
tion 6gale et contraire k Taction ( ces points ^prouvent en sens contraire, 
de la part de w, des actions ^gales. La resultante de ces nouvelles actions, 
ou ce que Ton appelle la reaction du point m sur ^ensemble des points 
qui agissent sur luiy est la jorce d'inertie. On ne se ferait qu'une id6e 
fort obscure, et peut-6tre fausse, de la force d'inertie, si on ne d6fi- 
nissait nettement ce qu'on entend par resultante de plusieurs forces appli- 
quees a des points diff6rents /w,, m^, /Wg,. . ., qui peuvent 6tre ind^pen- 
dants les uns des autres. Lorsque plusieurs forces agissent sur un mtoe 
point materiel //?, il existe une force unique qui , appliqu^e au point /71, 
produit le m^me effet que les premieres. La denomination de resultante a 
done alorsun sens bien precis. Mais quandles forces sontappliquees^des 
points differentsetindependants les uns des autres, on ne pent plus trouver 
une force unique produisant le m^me effet que les forces considerees ; 
consequerament il n'y a plus, k proprement parler, de resultante. Nean- 
moins si les forces appliquees aux points /w,, Wj, W3,..., concourent 
en un m^me point /w, on donne quelquefois le nom de resultante a la 
force qui , appliquee en w, pourrait remplacer les forces donnees dans le 
cas ou celles-ci seraient aussi appliquees en w. La resultante n'est plus 
alors qu'une/orc^^c//Wqui, en general , ne produit pas le meme effet que 
les composantes { nous verrons , dans la troisieme partie , que cette iden- 
tite dans leseffets n'aurait lieu que si les points tw,, /w^, Wj. . ., /n etaient 
lies d'une maniere invariable), et dont la consideration ne sert qu'^ sim- 
plifier les enonces de certaines proprietes. C'est de cette maniere que Ton 
doit entendre la resultante appeiee force d'inertie et plusieurs autres re- 
sultanles qui se presentent dans differentes circonstances. II resulte de 
ce qui precede qu'en resume, la force d'inertie cPun point materiel en 
mouvement est la force FiCTlVE egale et contraire a la resultante de 
toutes celles qui agissent surce point; et quand on dit que la force d'iner- 
tie est Id resultante des reactions du point m sur les points w,, /w,, 
'^hi* • •) ,Q"i agissent sur m , on ne doit pas perdre de vue que cette resul- 
tante ne peuty aun instant domic, remplacer les reactions partieUes qu'en' 
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supposani a cct instant les points m, , m.^ , m3 , . . . , ct m lies entre eux 
iVune fnaniere invariable (*), 

416. Composantes de la force iV inert ie. — Force centtifuge, 

II r^sulte de la definition m^me* de la force d'inertie que les compo* 4i^ 
santes de cette force sont celles ** de la force qui produit le mouvement Sao, 3^ 
du point, chang^es de sens. Nous signalerons principalement la compo- 

sante normale 6gale k - — - et dirig^e du centre de courbure vers la courbe 

P 
qui a Tecu le nom de force centrifuge. 



{*) On pourrait ne pas supposer le point m lie au ftysleme des points m^, ni,, 
m,, . . . , mais alors la force d^inertie ne devrait plus 6tre consideree comme appli- 
queeaii point m. On prendrait pour point d'application de cette force un point 
quelconque de sa direction lie au systeme des points m,, m,, m^,. . ., ee systeme 
etant loujours solid i fie. G'est ce que font quelqiies auteurs. {Voyez la Mecanique 
de M. Duhamel.) 



I 



1. i5 
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CHAPITRE XVII. 

EXERCICES ET APPLICATIONS. 



§ I. — Connaiggant le mouyement, trouver la force. 

417. Trouver la jorce qui produit an mouvement circulairc rt 

uni forme, 

Soient C le centre et r le rayon de la irajectoire , m la masse du point 

materiel en mouvement ^ a sa vitesse. On sait, 
qu'en general, les composantes tangentielle et nor- 
male de la force ont, k chaque instant, pour 
valeurs respectives 

320 V^ y iny. et — 




J 

r' 



m ^tant la masse du point materiel , V la vitesse et p le rayon de cour- 
bure de la trajectoire. Dans le cas actuel, la premiere composaiite est 

nnlle , puisque V est' constant , la seconde est 6gale a Ainsi le mou- 
vement consid^r^ est produit par une force normale k la trajectoire, 
c'est-^-dire dirig^e vers le point C , et ayant une intensity constante 6galc 

a 

r 

I 

448. Expressions diverses de la force qui produit le mouvement circulairf 

et uniformed 

On pent mettre I'expression de la force qui produit un mouvement cir- 
culaire et uniforme sous diffi^rentes formes. D'apr^s la nature du mouve- 
ment , la vitesse est ^gale au rapport de Tespace parcouru , dans un temps 
i39 quelconque, k ce temps*. Si done T est le temps d'une revolution enti^re 

du mobile autour du centre , on a 

aTrr 

417 ce qui donne pour Tin tensity de la force * 
(0 /=w-Tr' 



i 



£n second ii^u^ si o) e&i In vite$g^ du point N ^jtu^ a i nietred^ di»Mincf 
du centre C sur \e rayon CM qui a^Qutit av, mobile, ca nombre, ^ppalt^ 
Vitesse angulaire du mobile nif sera li6, comme on le voit ais^ment, a la 
Vitesse a par la relation . 



flt r= w f ;. 



on aur^ done 

Application du problem'e precMenf, 

419. Trouver la force qui produit le mouvement de la lane autourde la 
terre. (On fait abstraction du mouvement commun de la terre et de la 
lune autour du soleil et on suppose que la distance du centre de ki lune 
au centre de la terre soit constamment egale a sa valeur moyenne quii est 
de 60 rayons terrestres.) » 

Ladur^ T dela revolution de le kine auloup de la lerre est de 27^^22 
ou 39344 minutes ou 39344 x 6q secondes. D'un autre c6te , d'apr^s 1» 
definition du m^tre , on a , en appelant R le rayon de la terre , 

T> , J. w 2000P000 



It 



et , par suite , pour le rayon r de Forbite lunaire* 



1200000000 

;• = — ^- - 

Portant ces valeurs de T e£ de r dans I'expi'ession (i)*', il vii^nt poup la 418 
force chercb^e 

y. 48000000. TT 

J = m,^==i ) 

39344.36 

et , en eifectuant les calculs ^ 

^ ~ 369* 

Soit maintenant (j) la force cjae la terre exercetait sur un corps dem4imer 
masse que la lune et place a la surface de la terre. L'aeK^lj^rntion dft-nioiH 
vement dA k eette force est 9,81, on a done* 261 

g,8i ^ 35f9,8^' 

ou approximativement 

60 

Aussi les forces /"et «p sotit en raison inv#Ffi<y des cariife des distanci^s r %\ 
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R. Telle est rorigine de la loi de la gravitation d^couverte par Newton ei 
^.tendue par lui a tons les corps de Tunivers. 

420. Trouver la force qui fait parliciper an corps au mouvement dti 

rotation de la terre, 

Soient m la masse d'un corps qui participe au mouvement de la terre, et 
A la latitude du lieu ou ce corps estplac^. Le paraH^le d^rit par le corps a 

pour rayon ft cos \ (R 6lant le rayon terrestre), c'esl-i-dire cos >, 

419 d'apres la valeur trouv^e plus haut"^. Le temps de la revolution est de 
418 86164 secondes (duree du jour sideral). Portant dans la formule (1)* , it 
vient, tous calculs faits, pour la force cherch^e 

/7/.o,o33852 cos >. 

421 . Relation entre le poids d^un corps et Paction que la terre excreta 

sur ce corps', 

Le poids d'un corps est la force que ce corps exerce sur un obstacle qui 
41 5, 219 le fait paHiciper au mouvement de la terre ^*. II r6sulte de \k que Tat- 
traction terrestre et le poids pris en sens contraire ont pour r6sultante la 
^7.n force m.o,o33852 cos > , dont nous venons de determiner la valeur*. Cela 
pose, supposons d'abord qu'il s'agisse d'un corps plac6 a T^quateur, de 
fa^on que Tattraction et le poids aient la m^me direction , et que cos a = i . 
Si A est I'attraction terrestre et P le poids , nous aurons 

A — P = /w.o,o33852. 

Or, Texperience montre {k Taide du pendule) que Tacc^leration due au 
a62 poids est, a T^quateur, 9,78, d'ou on conclut* 



m = 



9,78^ 
done on a approximativement 

P 

^89 
et , par consequent , 

P=(,_JL\a. 

Ainsi a I'equateur le poids dififere de Tattraction terrestre de la 290* partie 
de celle-ci; 290 etant k -peu pr^s le carre de 17, on voit que si la terre 
tournait 17 fois j^qs vite , la force qui fait participer un corps au mouve- 

A 

418 mentde la terre qui est — deviendraitd'apres la formule (2)* apeupres 

egale a A, et le poids P a r^quateur serait sensiblement nul. 
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Supposons, en second fieu , que le corps soit plac^ a une latitude a. L« 

poidsP qui, pris en sens contraire et compose a\ec 
Tattraction A dirig^ suivant le rayon terresire, 
doit toujours donner la force /it. o,o33852 cos > 
dirig^e suivant le rayon MO du parall^le, m seca 
plus dirig^e suivant le rayon terrestre. Si nous 
appelons / Tangle du poids ive^ le rayon ter-. 




restre , nous aurons d'a|)ord * 



sm ; 
sin A 



/72.o,o33852 cos A 



Ce qui montre que sin f est tres-petit, assez petit pour qti'on puisse en 
negliger le carr6^ et par cons^uent pour que cos i puisse ^tre pris ^al 
^ I. Or la projection de la force w.o,o33852 cos a sur la direction de Vat- 
traction terrestre est ^ale k cette attraction diminu^ de la projection d^ 
poids ; cela ^tant , on peut poser 

^^ — p — m , o,o3385a cos* a ; 

p 
rempla^nt jn par sa valour - (g ^tant Tacceleration due aux poids ^ U 

latitude >), on a 

1 T. f o,o33852 cos' a\ 

'=n-^ — i — )' 

et, approximativement , 

p_' / o,o33§52 cos* a\ 



On voit par ce r^^ultat que si g 6tait ind^pendant de U latitude , on 
pourrait dire qpe la diminution de poids produite par la notation de la 
terre est proportionnelle au carr^ du cosinus de la latitude; mais en realite 
la loi est plus compliquee , car g varie avec la latitude. 

422. Un point materiel nous parait se nioiwoir a la surface de la terre 
suivant la verticale du lieu et d'un nwuvement uniformement varie , 
ayant g pour acceleration , on propose de tromcr la force qui produit 
le moMfement absolu correspondant a ce moupenwnt velatif. 

Prenons pour axe des z I'axe des pdle^ , pour axe des x le rayon perpenr 

diculaire a OZ silu6 dans le m6ridien ou 
€6 trouve . le point materiel a Torigine du 
jnouvement , et pour axe des / un rayon 
perpendiculaire a ZOX men6 vers Test. 
Appelons h la distance M^ A, du point ^ a 
la terre a I'origine du mouvement ; suppo- 
sons d'ailleurs que la vitesse relative en M„ 
soft nulle. Au bout, du teinp^ t^ le mobile 




%^ 



2^2 
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■424. Un Jil de longueur I , rigule , inexte risible et sans masse , est lie 
par une articulation au point A. Ce fil porte a son cxtremite un point 
materiel pesant M qui decrit dans un plan horizontal , avcc une vitessc 
angulairc constante w, une circonference de rayon r. On demande 
la tension du fit et la relation qui cxiste entre \, m et Wangle a de 
AM wpc la verticale. 

La force qui soliicite le point materiel est ici la r^ultante de la tension 

T djrigee de M vers A et du poids mg. Or cetle 
r^ultante doit 6tre dirig^e de M vers et ^tre 
egale a mta^ry done on a* 




T = 

d'ou 



m w' r 



sin a 



= niM^l, 



tang a = -^ = 



w^/sin a 

, 



fr ~ w'^/cosa. 



425. Un /joint materiel pesant decrit une circonference vrrticale de 
rayon r avec une vitesse angulaire constante w, on demande la foixe 
qui , indepe^damment du poids , soliicite ce point. 

La force cherch^ MB = / doit 6lre telle , que , compcti^e avec le poids 

4i8 MA = mg^ elledonne une r^sultante MC dirig^e vers et 6gale a m^'^r*, 

BC 00' 

II en resuUeque -tr^i qui est 6gal a -tt^t a pour 




'^'^ _ S 



_ ^. 



valeur — %- = -^ ^ ce qui donne 00' =^ -2- ; et en 

, ,. MB . _ . , MO' 

second lieu que ^. t qui est egal a :rjr^ ^ a pour va- 

f 
leur '■ • ■ ■.. J d'ou Ton tire f = ww-MO'. Ainsi la force cherchee i)asse par 
niWr ■.:■•■ 

le point ^xe 0' situe a la distance ^^de 0, et a pour intensite le produit 
par m w^ de La distance de so/i point d^ application au point C. 

426. D^duire des trois lois de Kepler sur le mouvement dcs planetes les 

lois de Newton relatives a la grat^itatioa, 

Les mouvements des planetes rapportes au soleil suppose fixe ^ont sou- 
mis ^ trois grandes lois decouvertes par Kepler et dont void les enonc^s. 

I**. IjCs oi^ites planetaires sont planes, et leurs rayons vectcurs par- 
tant du soleil decrivent des aires proportionnelles au temps, 
, 2?. Chaqiie planete decrit une ellipse dont le centre du soleil mxilpc un 
des foyers. 



.J 
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3**. Lcs Carres des temps des resolutions des planetes autour du soleit 
sont proportionnels aux cubes des grands axes des ellipses decrites. 

La premiere loi montre imm^diatement* que la force qui produit ie 4o8 
mouvement des planetes est constamment dirig^e vers le centre du soleil. 

La seconde, faisant connaitre la trajectoire , va nous permettre de deter- 
miner la fonction de la distance au soleil qui repr^sente Tintensit^ de la 
force. 

Soient, en effet, p le parametre de I'ellipse trajecloire et e I'excentri- 
cit6. Appelons r le rayon vecteur mene du centre du Soleil ci une position 
quelconque de la plan^teet I'azimut correspondent, compt^^ partird'une 
origine quelconque. L'6quation de la trajectoire sera 



1 — ^ cos (9— a) 

Or nous avons trouv6 pour le carr6 de la vitesse dans tout mouvement 
produit par une force dirig^e vers le pdle*, 4io 



— ii-[(i).i 



Substituant a - sa valeur, il vient 
r 



2 I + e'^ — %€ cos { 9 -^ a ) _ ^C^ -^ \ '2 a? I 



p^ p^ p r 

Dun autre cdte, la force a pour travail , a une constante pres, la puissance 

vive-r— r-*, et ce travail est aussi I'int^grale par rapport k r de la.forc^ 357. 

preced^e du signe -(- ou du signe — suivant que celte force est attrac- 
tive ou repulsive*. II en resulte que la force pr^ced^e du signe 4- ou — 355 

est la d6riv6e relative k r de et par consequent qu*elle est ici 

-j» Done la force quf produit le mouvement des planetes est attrac- 

tive, c'est-a-dire dirigee de la planete vers le centre du soleil, et son intefir 
site varie en raison inverse de la distance de laplanete au soleil. 

II reste encore a comparer les forces qui agissent surdes planetes diffe- 
rentes placees k la m^me distance du soleil. Or, a Tunit^ de distance 
et pour I'unit^ de m.a$se , cette force est pour chaque plan^te 

f 

a est le double de I'aip© d^crite dans I'unite de temps, ou bien le double 
du rapport de Taire decrite dans un temps quelconque a ce temps. Si 
done T est le temps de la revolution entiere, a et f? les deux axes de 
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I'orbite de facon que nab en soil TairB, on a 

2, nab 



'A = 



TTT- J 



d'ailleurs 

b' 

done 

Ainsi la force qui soUicite les diff<§rentes planetes est la m^me pour la 
m^me distance (d*apr6s la troisi^me loi de Kepler). En r^ume, on volt 
que les mouve meats lies planetes sont dus a une force dirigee vers le centre 
du soleil, proportionnelle a la masse sur laquelle la force agit^ et en 
raison itwerse du carre de la distance au centre du soleil, 

427. Ejcercice propose. 

Un point materiel d6crit la courbe polaire representee par r^quation 

(i) /•^'=a"'cos /w0, 

de facon que les aires decrites par les rayons vecteufs soient proportion- 
iielles au temps , on propose de trouver la force. On examinera sp^cialement 
le cas de //I = I ou la trajectoire est un cercle , celui de w = a ou la tra- 

jectoire est une hyperbole ^quilat^re , celui de //t = - ou la trajectoire est 

une parabole , celui de m = — a ou la trajectoire est une lemniscate. Le 
r^sultat general est en d^faut pour m = — i. 



§ JI. — Problemes relatifs au mouyement d'un point materiel qui 
est astreint par suite de liaisons materielles a parcourir sans 
frottements une ligne droits ou courbe. 

428. Propriete generale relative au mouvement ohligatoire sur une droite, 

Quand un point materiel se meut librement sur une ligne droite, la force 
qui le soUicite est necessairement dirigee suivant cette droite. £n effet , la 

320 composantenormale * est nulle, puisque p est infmi. II r6sulte de la que 

lorsqu'un point materiel est astreint par suite de liaisons materielles a 
parcourir sans frottements une droite sous Tinfluence d'une force quel- 
conque f, la composante normale de cette force d^truit la force des liai- 
sons; et par consequent le mouvement est ideniique a. celui d'un point 
libre qui serait soUicite par la composante , suivant la droile , de la force,/*. 
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429. Propriete generale illative au moatfemeni obligatoirc dans un plan* 

Quand un point materiel se meut librement dans un plan , la force qui ie 
sollicite est necessairement situ^e dans ce plan. En efTet, dans le cas con- 
traire la projection du point sur un axe perpendiculaire au plan aurait un 
certain mouvement*, ce qui est impossible. II resulte de la que lorsqu'un 3-23 
point materiel est astreint par suite de liaisons materielles a se mouvoir 
sans frottements dans un plan sous Tinfluence d'une force quelconque /, la 
composante normale de la force d^truit la force des liaisons ; par conse- 
quent le mouvement est identique a celui d'un point materiel libre qui 
serai t sollicite par la composante, suivant le plan, de la force y. Cette 
propriete et celle du num^ro pr^^ent qu'il faudrait bien se garder d'^ 
tendre aux mouvements obligatoires sur une ligne ou sur une surface 
courbes^ sont d'une grande importance. 

430. Un point materiel pesnnt est astrvint par suite de liaisons mate* 
rielles a se inouvoir sa/ts frottements dans un plan incline a I'/torizon , 
la position initialc et la vitesse initiale sont connucs, on demandc les 
lots du mouvement, 

Soit a I'inclinaison du plan sur I'horizon. Decomposons le poids mg en 
deux forces, Tune perpendiculaire au plan , I'autre dirig^ suivant la ligne 
de plus grande pente. La premiere composante , mg cos a, sera egale et 
contraire a la force des liaisons* et par consequent repr^sentera la pres- 4'^9 

sion exerc6e par le point materiel centre le plan *. 4 » ^ 
La seconde composante , mg sin a , produira a elle 
seule le mouvement du point materiel en consi- 
d^rant celui-ci comme libre*. Or cette derniere 4^9 
force est constante en grandeur, direction et sens, 
done si la vitesse est nuUe ou bien dirig^e suivant 
la ligne de plus grande pente du plan , le mouve- 
ment sera rectiligne et uniform^ment varie **, et si la vitesse est quel- 2i3, '2i5 
C4)nque, le mouvement sera parabolique*. Bornons-nous k considerer le -215 
cas ou la vitesse initiale est nulle. Soit M^B la ligne de plus grande pente 
passant pdr |la position initiale M^ du mobile. Cest sur cette ligne qu'aura 
lieu le mouvement, et si nous comptons les s k parlir de M^ de haut en 
bas et les r ^ partir de I'origine du mouvement , nous aurons * 21 at 




I , 

(' = ^sina.^, .v = -g-sma.r, 



par suite 



Menohs par ie point M^ ta verticale M„X. Du point M , position du mobile a 
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I'instant ^, tironsMP perpendiculaire ^ M«X et MQ perpendiculaireaMoB. 
Les triangles rectangles M«MP, M^MQ donnent 

M9p=^sina, M,Q = -r^ 



sin a 
•done on a 

Ainsi la vitesse que le mobile poss^de en arrivant en M est egale a celle 
qui est due a la hauteur M^ P ( c*est du reste ce qui r^sulte de la remar- 
que gen^rale faite au n*' 362 ) , et le temps que met .le mobile pour arriver 
en M est 6gal k celui qu'il mettraft pour arriver en Q s'il tombait libre- 
ment suivant la verticale sous Tinfluence de son poids. Ce dernier r6su1- 
tat conduit a une cons^uence remarquable. Imaginons une s6rie de plans 
passant tons par le point M^ ; et supposons que des points mat^riels pesants 
primitivement en M^sans vitesse, soient astreints k se mouvoir dans ces 
plans, sans frottements. Pour avoir la position qu'occupe ^ i'instant t le 
mobile qui se meut dans un plan d^rmin^ , il siiffira de prendre sur la 

verticale M<,X une longueur M„Q = 2- et d'abaisser du point Q une per- 

pendkulaire sur le plan ; par consequent , le lieu des positions occupies a 
I'instant t par les diff(§rents mobiles sera la sphere d^crite sur M,Q comme 
diam^tre. 

431 . Un point materiel pesant est astreinl a se mouvoir sans frotte- 
ments sur une droite inclinee a l^Iiorizon y on demande les his du 
mouvement, 

Le mouvement d'un point materiel pesant sur une droite incline ne 
diff^re pas du mouvement sur le plan dont cette droite repr^sente une 
ligne de plus grande pente,8i Ton a soin de conserver la position ini- 
tiale et la vitesse initiate dirig^e ici suivant la droite. G^est ce que i'on 
voit ais^ment. La question se ramene done a celle que nous venons de 
43o r^oudre*. Nous nous bornerons k ^noncer la propriety suivante, qui 
^3o r^sulte aussi de ce que nous avons dit*, mais dont nous eugageons le lec- 
teur a chercber la demonstration directe. Si dans un cercle vertical on 

tire du point le plus fiaut B , differentes cordes 
BA, , BAj , BA3 , ct qu^on astreigne des points ma- 
teriels pesants a parcourir ces cordes; tous les 
mobiles partis du point B, sans vitesse ^ au m^me 
instant^ atteindront la circonfercnce au meme 
instant. On peut dire encore- : Si dans un cercle 
vertical on tire du jmnt le plus has A differentes 
i'ordes A3, , ABj , AB^ , . . , ; des points materiels pesants , astreints a par- 
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courir ces conies et partant au meme instant des points B, , B.^ , B3 , . . . , 

sans Vitesse y parviendront ensemble au point A. 
Ainsi , quelque petite que soit la corde AB„ , le 
temps que le mobile met k la parcourir est 6gal a 
celui qu'il met pour parcourir BA , c'est-^-dire ^ 

/2AB 
i / • Done la limite vers laquelle converge le 

temps que met un point materiel pesani parti de 
B„ sans vitesse et astreint a parcourir B, A pour arriver au point A , lorsque 




/2AB 

VT" 



Nous (T^montrerons plus has* que la limite vers laquelle converge le temps 439 
que met un point materiel pesant parti de B„ sans vitesse et astreint a 
parcourir Tare B„A pour arriver au point A, lorsque le point B„ se rap- 

/aAB 
proche ind^finiment de A , est aussi finie, mais diflP6rente de i/ 

432. Un point materiel est astreint par suite de liaisons materielles a sc 
mouifoir dans, un plan YZ ; la force qui le sollicite est constamment diri- 
gee vers un point fixe et a une intensite proportion nelle a la distance 
du mobile au point 0; la position et la Vitesse initiates sont connues, 
on demande les his du mouvement. 

Soit M la position du mobile a Tinstant t; la force qui soUidtera ce 

point sera pi.OM, et si nous la d^omposons en 
deux , Tune normale au plan YZ , Tautre dans le 
plan , cette derniere qui produira k elle seule le 
mouvement du mobile * devra constamment pas* 429 
ser par la projection 0' de sur YZ et avoir une 
intensite egale a p. MO'. Nous aurons done k trou- 
ver le mouvement d'un point libre soumis k I'influence d'une force centrale 
pr6portionnelle k la distance, question ri^solue atix n*' 450 et 4S3. 




0' 




♦o 



433. Question propose e. 

On a une s^rie de plans passant par un m^me point M^. Des mobiles de 
m^me masse primitivement en M^ sans vitesse sont astreints a parcourir 
ces plans sous Finfluence d*une mtoe force dirig^e vers un centre fixe 
et proportionnelle a la distance. On demande le lieu des positions occu' 
p^s k un m^me instant par les diif<6rents mobiles , Tinstant du depart 
^tant le mdme pour tous. 

On trouvera une sphere ayant son centre sur la droite M^O. 
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434. Un point materii'l pesant est astreint a parcourir sans frottements 
tine caurbe plane on gauc/te fcrmee , la position initiale fia mobile est 
M,, et la Vitesse initiale V, dirigee suimnt M,B est egale a celle qui 
est due a la hauteur h» On demande les his du momement, 

Soient B le point le plus haut et A le point le plus bas de la courbe. 

Comptons les s k partir de B dans le sens BM^ et 
les t k partir de I'origine du mouvement. Appe- 
lons y les distances des points de la courbe au 
plan horizontal passant par le point B^ y^ etant 
la valeur de^ relative au point M^. Enfin soik M 
la position du mobile k un instant quelconque t, 
357 * Le th^oreme de i'effet du travail * appliqu^ au d^ 

placement M^M, nous donnera 

wV— wVJ= 2//?^(/ — jj, 

ou , en remarquant que VJ = igh^ 

Distinguons deux cas : 

1°. A — jfl > o ; en posant /* — j^ = A, , nous aureus 

Dans ce cas V ne devient jamais nul , par cons^uent le mouvement a 
toujours lieu dans le m^me sens. Le mobile parti de M^ s*avance vers le 

point Bavecune Vitesse d^croissante, mais toujours sup^rieure a y/igh^-, 

. MoMB 

il arrive en ce point au bout d'un temps fini inf6rieur a 7^=F et il pos- 

s^de alors une vitesse ^a^A, ; en vertu de cette vitesse il passe au dela du 
point B, puis il descend sur la partie BM' A de la courbe avec une vitesse 
croissante. II parvient au point A avec une vitesse maximum 6gale k celle 
qui est due k la hauteur H -+- A,, H 6tant la distance des plans horizon- 
taux men^s par A et B. En vertu de cette vitesse il passe au dela du 
point A , la vitesse diminue , le mobile passe au point M, avec la vitesse 

Vj= \/agA, puis au point B avec la vitesse /a^A, , ainsi de suite. On 
remarquera sans peine que le mobile passe toujours au m6me point 01^ plus 
g^n^alement traverse le m^me plan horizontal avec la m^me vitesse , et 
que, par cons^uent, un nu^me espaee M,M est parpouru dans le po^me 
teinps pendant toutes les poriodes du mouvement* 
a**, h — r^ < o ; en posant A — j^ = — A, , nous aurons 

(I) y'^'^sir-K)' 
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Dansce cas jr dolt loujours ^tre plus grand que A, ; par consequent, st on 
m^ne un plan hofizontal a la distance h^ du point B , et si C et D sont les 
points de rencontre avec la courbe , le mobile ne pourra se mouvoir que sur 
Tare CAD. La Vitesse sera nulle aux points G et D et en ces points seule- 

ment; d'ailleurs, cette vitesse ne 'devient jamais 
infmie . par consequent le mouvement ne pourra 
changer de sens qu'aux points C et D. Cela pose, 
on se rend ais^ment compte des diffl^rentes cir- 
Constances du mouvement. Le mobile parti de M^ 
s'avance vers le point C et s'approche ind^fini- 
ment de ce point : en eflfet , quelque voisin qu*il 
soit du point C, comme il a une vitesse finie dirig^e vers C il s'approche 
encore de ce point. Je dis marntenant qu'il arrive au point C, au boutd'un 
temps 6ni(*). Pour le prouver, je remarque que de I'^uation (i) on tire 




V- 



or. 



V = 



done 



4= 



■W^^Xr- 


-/',). 


— I 

S 


— I 


— 1 


• 



.ry^ff(j-/'i) 



Appfilons X une limite inf^rieure des valours de f^ pour les diff^rents 
points compris entre M^ et C (X* ^tant un nombre positif different de z^ro, 
^^^ fs J ^**i repr^sente le cosinus de Tangle de la tangente avec la verti- 
cale*,nedevient jamais nul entre M,, et C). Nous auronsy,>X', par suite 



1 59 



';+ 



^V^glj^"-/',) 



=i>0. 



Cette in6galite montre que la fonction t -\ ^ W^—^i — v/jr,— A,) , 

pour d6riv6e relative k y^ est croissante k me- 



qui a t^-\ _--__--__ 

sure que y crolt de A, jusqu'i jr,, Mais pour / =/„, t est nul, et la fonc- 
tion t H- j-^ (y/j — A, — v/jo — ^, ) aussi ; done , pour les autres valeurs 
de J, et en particulier pour 7= A, , cette fonction est negative ; par con- 



(*) Cela n'est pas evident parce que la viterssc dinrinue jusqu'h zer^ a mesnre 
que le raobile s'approche de C. 
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s^uent le temps que met le mobile pour arriver en C est moii)df:e c|u<? 

Parvenu au point C, le mobile a une vitesse nulle; mais, k cause de 
Taction qui est exerc^e sur lui, il revient sur ses pas et descend vers le 
point A avec une vitesse croissante. Au point A, la vitesse est maximum 
et ^ale d'ailleurs k celle qui est due a la hauteur comprise entre les plans 
horizontaux men6s par C et A. En vertu de cettc vitesse , le mobile de- 
passe le point A; puis il s'616ve avec une, vitesse d^croissante vers le 
point D, ou il arrive sans vitesse et au bout d'un temps fini (on le d^- 
montrerait comme pr^edemment) ; puis il revient sur ses pas, passe par 
le point A avec une vitesse maximum et arrive au point C avec une vitesse 
nulle. En r^sum6 le mouvement est un mouvement d'oscillation indefini 
dans lequel le mobile va du point C au point D (en passant par A) , et 
du point D au point C, de fagon que dans le m^me plan horizontal la 
vitesse soit toujours la m^me, et par consequent de fagon que le m^me 
espace M,M soit toujours parcouru dans le m^me temps. Si la courbe 
etait sym^trique par rapport k la verticale men^ par A ^ on verrait de 
plus que deux espaces ^aux MM, , M'M',, a 6gale distance du point A , se- 
raient aussi parcourus dans le m^me temps. 

II resterait encore a examiner le cas ou Ton a j\— A = • , et j par conse- 
quent, y^=zigy: Le mobile s'approche alors ind^finiment du pOintB, 
et , parvenu en ce point , il y reste en ^quilibre. Seulement le temps 
que met le mobile pour arriver en B est infini. Nous reviendrons sur 
44a ce cas un peu plus loin *. 

435. U'n point materiel pesant est astreint a parcourir sans frottements 
tine courbe plane verticale ; on propose de trouver la pression N crercec 
a chaque instant par le point sur la courbe. 

Conservons les notations du num^ro precedent. On sait que la pression 
P, egale et contraire a ce que nous appelonsia force des liaisons, est la. 

resultante de la force centrip^te - — ? prise en sens contraire, et de lar 

363 composante normale du poids mg*- Done si nous appelons Tangle inf^- 
rieur k tt que forme la verticale dirig^e de haut en bas avec le rayon de 
3o7 courbure prolong^ de la courbe vers le centre de courbure , on a * 

p = ± («,^ cos e - ^) = ± mg [cos e - l(y±AizIi}\ 

Le signe est celui qui rend le second membre posilif , et Ton voit que 
lorsqu'il est +, la pression, toujours nortnale, ost dirig^e de la courbe 
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vers le centre de courbure, et que lorsqu'il est—, la pression est dirig^ 
du centre de courbure vers la courbe. Les points oil la pression est nulle 
sont importants a connaitre ; en effet , c'est en ces points que la pression 
chang;e de sens, et ou, par consequent, le mobile quitte la courbe, 
lorsqu*a»i lieu d'etre astreint k parcourir celle-ci, comme nous Tavons 
suppose jusqu'ici , il est simplement place sur elle , dans la concavity ou 
dans la convexity d'ailleurs. Les points dont il s'agit satisfont k la con- 
dition 

P 

que {'on trouve immediatement , en remarquant qu'elle exprime I'egalite 
en grandeur et sens de la force centripete et de la composante normale 
du poids. Nous allons montrer par un exenft)le Tutilite des resultats 
precedents dans certaines questions. 

436. Un point materiel pesant M est place dans la concavite d'une 
circonference verticale de rayon I ; la position du mobile a ^instant initial 
est le point le plus has A ; la vitesse initiale dirigee vers AM est egale a 
celle qui est due a la hauteur h. On demande les conditions pour que le 
mobile ne quitte pas la circonference, 

Conservons les notations du n° 434 , et appelons G , comme au numero 

precedent, Tangle que la verticale dirigee de haut 
en bas forme avec le rayon dirige de la courbe 
vers le centre, ou, ce qui revient au meme, 
Tangle que la verticale dirigee ^e bas en haut 
forme avec le rayon prolonge du centre vers la 
circonference. Nous aurons 

y^—ig ( r -h /i — 2 /) , 
y = / — / cos 9. 




ou bien 



car 



De 1^ on deduit d'abord , pour la valeur 0, de qui correspond au point 
le plus haut que le mobile puisse atteindre quand ce mobile est astreint 

k se mouvoir sur la circonference , 

. h-l 
cos 0, — — 1 — ; 

observ.ons seulement que cette valeur sera imaginaire si h est >2/. 
ficrivons ensuite la valeur 0j , qui correspond au point oil le mobile quitte 
la circonference quand il est seulement place sur celle-ci; nous aurons* ^35 

1 \y-\-h ~ il) 



cos G.. 



/ 



I. 



16 
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d'oii , en remplagant y par / — / cos ©^ , 

COS 9, ^^ 

Ceci pos6 , pour que le mobile ne quitte pas la courbe , il faut ou bien 
que 9j soit imaginaire , c'est-a-dire que cos 0, ne soil pas compris entre 
-—I et 4- 1 , ce qui donne 

ou bien que O^ > ^tant reel , soit plus petit que 0, , ce qui donne h < /. 
Dans le premier cas , comme /* est > a / , le mobile circule ind^finipent 
dans I'interieur de la circonf6rence. Dans le second cas , le mouvement 
se r^uit a un mouvemetit oscillatoir6 ayant lieu sur un arc faisant par- 
tie de la demi-circonference inferieure. 

437. Conservant les hypotheses du numero precedent y et supposant en 

outre la hauteur h qui correspond a la vitesse initiale , comprise entre 1 

51 
et — , on propose de trouver la parahole que decrira le mobile lorsqu'il 

aura quitte la circonference. 

Nous Savons que le point M^, oil le mobile quitte la circonference , 
correspond k une valeur de d^termin^e par I'dquation 

cos«2 = — 2/ — ' 
Or , la vitesse 6tant en un point quelconque , 

V= \/'i'g[h — /— /cosQ), 
a pour valeur au point M.^ 



,- I'ls^ ih ■— I) /— ; ;-. 



D'ailleurs la direction de cette derni^re vitesse est celle de la tangente a 
la circonfi^rence au point M,; la question est done ramen^e k trouver la 
parabole decrite par un point materiel pesant lanc^ du point M, dans la 

direction M^V^ avec une vitesse ^glcos Q,. Rapportons le mouvement a 
deux axes rectangulaires ayant leur origine au point M^, Tun horizontal 
et dirig^ de gauche k droite, I'autre vertical et dirig^ de bas en haut, 
2^4 nous trouverons pour les coordo&n^s du mobile k Tinstant t * 

.r = — COS 0j \/g^l cos ©2 . ^ , 

r = sin Oj y^^l cos 0.^.t gt'\ 
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Si les axes paralldles aux premiers avaient le centre pour origine , il 
faudrait encore augmenter xety respectivement de / sin 0, et de / cos 6, , 
ce qui donnerait 



.r = / sin ©2 — cos 0j \/gl cos 0, /, 

r = I cos 0, 4- sin 0, y/g'/ cos 0, / gt^. 

Eliminant t entre ces deux equations , on aura celle de la parabole trajec- 
toirfi. Cherchons I'intersection de cette parabole avec la circonf6rence : 
pour cela , faisons la somme de carr^s des valours de x et de y et ^galons 
a /^ il viendra 



d'ou 



sin 02 yjgl cos 02 ^' + -T g'^ = o ,. 



4„:. 



/3 = o et ^ == - sin 0j /g^/cos 0j. 

6 



La premiere condition t^ = montre qu'il y a trois points communs r^unis 
en un seul au point M, ; ce qui veut dire qu'en ce point la parabole et 
la circonf^rence ont non-seulement m^me tangente, mais. encore mtoe 
rayon de courbure. Ce r^sultat pent ^tre expliqu6 a priori. En etfet p 

6tant le rayon de courbure de la parabole, — ? est la force centrip^te au 

point M, dans le mouvement parabolique, par consequent cette expres- 
sion est egale ^ la composante normale mg cos 0, du poids ; mais on a aussi 

my I 

-y2 ^ ,„gr cos 0, ; 

done 

= /. 



Quant a Tautre valeur t= -sin0, \/g^/cos0j elle repond a un quatri^me 
point commun , dont les coordonnees sont 

jT = — / sin 3 03 , J = / cos 3 0, , 

et qui s'obtient en portant a gauche du point B trois fois Tare BM^. 
D'apr^s cela, si 

03 = ^, d'oii cos0, = ^ et h = l^'^l, 
o 2 4 

. la parabole ira passer par Textr^mite F du diametre horizontal ; si 



«..=? 



z=r - , d'oii cos 0» = - et h ~~L 
i ^2 4 



(>. 



357 



i37 
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la parabole ira passer par le point le plus bas A. On pourrait aussi cher- 
cher la vitesse initiale par la condition que la parabole passdt par )e 
centre de la circonf6rence , on trouverait 



cos 6_ = -— , 
\/3 



d'ou 



A=/^'J^. 



'I, 



438. Un point materiel pesani est astreint par suite de liaisons mate- 
rielles a parcourir sans frottements une circonference verticale de 
rayon 1. La position initiale est M^ et la vitesse initiale est nidle. On 
propose de trouver deux limites, Pune inferieure , P autre superieure 
du temps T que met le mobile pour arriver an point le plus has A. 

Comptons les 5 ^ partir du point A dans le sens AM, et les ^ a partir 

de Torigine du mouvement; repr^ntons par 9 
Tangle AOM correspondant i I'arc s ( 9 ayant un 
signe comme s) et par y la distance des points 
de la circonfi6rence k la tangente horizontale AX; 
enfin, nommons s^^ \iy^ les valours de s^ 0, /, 
relatives au point M,. Le th^rdme de Teffet du 
travail, appliqu^ aud^placementM^M, donnera* 




m 



Or, 



don 



V=a//ig' (/.-/), d'oii V = v/2g^(>;-:r). 



V=-.v'.*=-/G' = 



— / 



-p-' :^o— r= '(coso — cosoj, 



B 



"e^ 



-sfi 



v/a(cos6 — cosO.) 
Maintenaht, on salt (voir la Trigonometrie) que 

cos = I 1 r-T — •: o / g fi 

^Qg Q __ J • _| • • 

• -2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 



d'ou 



2(cos9-cose)-?i^-^i^ + ilr^- 

2(COS« COSWJ- ^^ ^^^ "^34X6 '"' 



et comme 0J est > 0* pour les points M compris entre M„ et A que nous 
consid^rons, on pent conclure 



et 



2 (cos e — cos 0,)< 9J — ©% 



•2(cosG-cosO,)>(9J-0')(^,_?^)>(0j-Q^) (i-|); 
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Cela pos^, on a 

TT ■ 

Soit = 0^ cos (p , «p ^tant un angle compris entre o et - qui d^roit 



TT 



d'une manidre continue de - ^ o quand croit d'une mani^re continue 
de o ^ 0, ; ^ remarquant que 



9 

7 



/_/ r f y . 



nous aurons 



9,gm<p \g ^/ej^ 






e,sin<p V^ v/efsiH^ /,_?e' 

et m multipUant p^r le facteur positif /Ifim^ qui est ici 6gal k 6, sin 7, 
puisque 0, et sin 7 ^ont positifs, 

/'--4/->o, ^ — 4 / - ^ <o. 

Gonsid^rons la premiere inegalit^ 

elle montre que la fpnction t ~ i /-<? qui a /' — 4 /- pour d6riv^ rela- 

TV I I 

tive a <p, crolt lorsque <p croit de o i - ; or, pour y = o, / est nul et / — 4 / - «p 

aussi; done pour les autres valeurs de 7 et en particulier pour ^ = -? 
cetle derniere fonction est positive ; aiiisi on a 



T> 



TT /? 
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, Consid^rons la seconde in^galit^ 



-^ 



sj'-i 



<o 



elle montre que 



la fonction / -— i / i qui a / — 4 /- • — . 

pour d6riv6e par rapport k cp, d^croit lorsque <p croit de o i -• Or, pour 

JL 

* = o , * est nul ei t — ^ / =: — aussi ; done , pour les autres va- 

V? / 9J *^ 

leurs de.y et eu particulier pour «p = ->cette derni^re fonction est n^ga- 
tive ; done on a 



sj-'i 



439. Remarque, 

Si on cherche la limite vers laquelle tend T lorsque 0, ou a„ tendent 
vers zero, on trouve 



limT 



= 5 V i' 



440. Un point materiel pesant est astreint par suite de liaisons mate- 
rielles a parcourir sans frottements une courbe C plane ou gauche , la 
position initiale est M^ et la vitesse initiale est nulle. On propose de 
trouper deux limites , I'une superieure , l^ autre inferieure du temps T 
que met le mobile pour aller du point M^ au point le plus has A. 

Comptons les s a partir de A dans le sens AM<, et les t a partir de I'ori- 

gine du mouvement. Appelons y les distances 
des points de la courbe au plan horizontal men6 
par le point A. Soient d'ailleurs s^ , y^ les va- 
leurs de s et de / pour le point M^. Le tWo 
r^me de I'effet du travail appliqu6 au d^place- 
mentM^M donne 




m\'^'imcr[j^-y)^ d'oii V--v\^(ro -.>')' 
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et, par suite, 






v^2^ v(n-r 



car 



V - ' - — ^ 

V - A^ - ^ • 

Cherchons maintenant deux limites de Xo ~ ft toutes deux fonctions de s, 
ConsidSrons la d^riv^ seconde yi de y par rapport k s. Nous savons que 

C06 p 

cette d4riv^ exprime le quotient obtenuendivisantparle rayon de 

p 

courbure le cosinus de Tangle de la normale principale avec la verticale 

AY*. Done, si T et ^ repr^sentent une limite sup6rieure et une limite 160 

inf^rieure des valeurs de co rapport pour les diff^rents points de C compris 
entre A et M^ , nous aurons en tons ces points 

Consid^rons d'abord riii6galit6 J ^ < t ou ^** ~ 7 <^ ® • ®^^® montre que 

s I 

la fonction j' — j ) qui a^ — 7 pour d^riv^e relative k j, d6crolt lorsquc 

i' croit de o i ^p ; or, pour ^ = o la fonction s'annule, car j^ qui exprime le 

cosinus de Tangle de la tangente k C avec AY*, est alors ^1 k z^ro; i5g 
done, pour les autres valeurs de s r^pondant a des points compris entre A 
et Mq , on a 



X 



.y' s? 



Mais, en second lieu, y, — 7 est la d6riv6e relative a s de /— Jo~~ "T "*~ "7. ' 

done cette derni^re fonction d^roit lorsque s croit ; d'ailleurs elle s'an* 
nule pour s = .v,; par cons^uent, pour les autres valeurs de s comprises 
entre o et a\, , elle est positive et on a 



s' si ^ .V ; s' 



On verrait absolument de la meme mani^re, en partant de Tin6galit6 



y^> ^7 que Ton a 



si s^ 
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Cela pos^, r^uation (i) donne 

Posons s = A-^cos<p, (f 6tant un angle compris entre o et -? qui d^croit 

d'une maniere continue de - a o lorsque s croit de o ^ ^, ; en remarquant 
que 





^.-';?;- 


/ 5. sin 9 ' 

? T 




nous aurons 








'' i 


A ^ ^o 


Ot ^ J. 


II- , 


.v^ sin <p 1 


/^ V^^;sin> 


.v,sm<j) ^ 


/^ v/^Jsin'<}> 



et en multipliant par le facteur positif ^s\ sin' <p qui est ici .v, sin ^^ puisque 
s^ et sin <p sont positifs : 

t' — i/->o, z' — i/-<o. 

La premiere in6galite montre que la fonction f — 4 /-<p croit avec (p; 
mais pour «p = o, ^ est nul et la fonction t — k/-f aussi ; done , pour les 

TT 71 

autres valeurs de <j) entre o el - et en particulier pour <y = -, cette 
fonction est positive : ainsi on a 

/K 
La seconde in^galite exprime que la fonction t — 4 / -(p decroit lorsque ^ 

croit; mais pour ^=r o, / est nul, et la fonclion t — 4 /-(p aussi; done, 

pour les autres valeurs dc cp entre o et - et en particulier pour 'f ^ -> 
celte fonction est negative : ainsi on a 



'<i\/ 



S 
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441. Remarque, 

Si on suppose que s^ d6croisse ind^finiment , k et K tendront vers le 
rayon de courbure p de la courbe C au point A ; done on aura 



i\fi 



limT 

442. Un point materiel est astreint par suite de liaisons materielles a 
parcourir sans frottements une courbe C plane ou gauche. La position 
initiate est M^et la vitesse initiate V^ dirigee dans le sens M^B est egale 
a celle qui est dive a la fiaiUeur comprise entre le point M^ et le plan 
horizontal mene par le point le plus haut B. On propose de demontrer 
que le mobile met un temps infini pour arrii>er au point B. 

Comptons les s a partir du point B dans le sens BM^ et les t a parti r de 

I'origine du mouvement. Repr^sentons par y la 

/ .---'^--T / distance des points de la courbe C au plan hori- 
zontal men6 par le point B. Soient d'ailleurs y^ et 
Aj les valeurs de ;r et de ^ pour le point M^. Le 
tWoreme de I'eftet du travail appliqu6 au depla- 




cement MoM donnera 





/« V — //? V 5 2 mg [y 


ou sim piemen t 






V - agr, 


puisque 


" 




v; - agr.. 


De la on tire 






/- • , 




V^agr 


car 






V / ■• 



/•)> 



Appelons ma in tenant, comme dans le num^ro precedent , y une limite su- 

perieure des valeurs que prend, pour les diff^rents points de Tare BM^, le 
quotient obtenu en divisant par le rayon de courbure le cosinus de Tangle 
de la normale principale avec la verticale BY ; nous aurons 

.V" 

par consequent 
puisque s est posilif. 
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fk s 
Cette inegalite montre que la fonction t — k/ -l - - decroit lorsque a- 

croit de o i s^. Or pour s = s^ la fonction est nulle , done pour les autres 
valeurs de s elle est positive ; ainsi on a 



t> 



v/-'--- 

V^ '' 



Faisant decroitre s jusqu'a ^6ro, on voit que / croit jusqu'a Tinfini. 

c. Q. F. D. 

443. U/i point materiel pesant est astreint par suite de liaisons mate- 
188 rielles a parcourir une cjrcloide* dont la base est horizontale et dont 
le sommet est au-dessous de la base. La position initiale du mobile est 
Mj,, et la Vitesse initiale est nulle ; on propose de trouver le temps que 
met le mobile pour aller du point M^ a un point quelconque M compris 
entre A et M^. 

Comptons les ^ a partir du point A dans le sens AM, , et les t a partir 

,g de Torigine du mouvement. Appelons y la 

distance des points de la courbe a lliori- 

' zontale men6e par le point A et soient s^^ 




M 



^ y^ les valeurs de .? et de ^ relatives au 

point Mq ; nous aurons comme plus haut 

mais 

188 Y= — * 

•^ ^a 

[a etant le rayon du cercle g^nerateur de la cycloide), et, par suite, 

r — -1.. 

^nc 

^ [^ ' 

Posons 

s = s^ cos <p, 

<P 6tant un angle compris entre oet -) qui decroit de - a o, lorsque s decroit 
de o a .V, ; en rcmarquant que 
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nous aurons 









^osmy V^ /v;sin> 
puisque s\ et sin cp sont positifs. En integrant, on trouve 






const. , 
ou simplement 



=Vr 



=v^ 



car / et cp s'annulent en m^me temps. Telle est la relation tres-simple 
qui permet de determiner t quand on donne cp ou s. Si on fait s = o 

OU <p = - J / devient le temps que met le mobile pour venir au point A, 

c'est-^-dire le quart - d'une oscillation*. Ainsi T= 2 7r 4 /-. Cherchons 4^4 
encore la relation g^n^rale qui lie la position du mobile et le temps cor- 

# 

respondant. Soit M une position quelconque r^pondant d'abord k un point 
de Tare AM^ , il est clair que le temps t que met le mobile pour venir 
occuper cetle position, est egal a un certain nombre de fois la dur^e 2T 
d'une oscillation plus ou moins le temps t^ qu'il met pour venir dire^te-. 
ment'de M/ en M , ainsi 4 ^4 



d'ailleurs 



=:a«T±f, = 4«^i/|=t^; 



^=ai/^?n A= ^COSf,, 
done , en ^liminant t^ et «p, , 

' rg 

s = A- COS-i /-/. 
" 7.\ a 

Soit, en second lieu, un point M' appar tenant k Tare AG, et dontlVegal 
k — s' soit n^gatif. Le temps t que mettra le mobile pour arriver en M' 
sera 6gal a un nombre impair de demi-oscillations plus ou moins le 
temps e^ qu'il met pour aller directement du point M^ au point M, dont 
r,v est .v' ; on aura done 



^= (2// + l)Tzi=/, =r '2(i/^7^ -f- 1) 



Vi^''^ 



2D2 

d'ailleurs 
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S = s' = S^ COS <f^ ; 



eliminant ^, et (f^ , on obtient 

.y =r ^. COS-i/^/. 
" 2.\ a 

Ainsi , la relation generate qui existe entre ^ et / est 

S = J„COS-i /-/. 

444. Remarque. 
Nous avons trouv6 , pour la dur^e d'un quart d'oscillation , 



Vi' 



Ainsi cette dur^ est ind^pendante de s^ ; par cons^uent, quel que soit 
le point de depart M^ du mobile , celui-ci arrive au point A dans le mSme 
temps. Cette propri^t^ constitue le tautochrouisme. 

Lemme, 

445. On donne un angle AOB — (x.et une liorizontale X'X coupant OA 
sous un angle P; puis on imagine une serie de mobiles qui traversent 
Vangle a en suivant differentes trajectoires mil avec une vitesse constante 
egale a celle qui est due a la liauteur comprise entre le point m et VJiori- 
zontale X'X. On propose de trouver le point de depart m et la trajec- 
toire mn , par la condition que le temps employe pour parcourir mn soit 
le plus petit possible. 

On voitd'abord que la trajectoire /w/« doit^treune droite mp perpendicu- 

Q laired OB. Eneffet, les temps employes pour par- 
courir deux trajectoires /w/i , w/? , qui ont m6me 
origine, sent proportionnels aux longueurs de ces 
trajectoires ; c'est done k la trajectoire de lon- 
gueur minimum que r^pond le temps minimum. 
Cherchons maintenant la position du point m , de 
facon que le temps mis a parcourir mp soit le plus 
potit possible. Posons 

OC = /, C/// — .r, 
mp =r ( / 4- ,r ) sin a , mh — .r sin p , 





i 


'i c// 




X' 




// 


X 


v' 


At 
> 

B 




nous aur 


ons 
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et la Vitesse V due a la hauteur mh sera 



253 



' ^ig sin p . x ; 
done le temps employ^ k parcourir mp sera 

( / 4- x ) sin a 
^ig sin p . X 



Pour que ce temps , ou bien 



soit minimum^ il faut que 



d'ou 



yjx yx 
yJx 



Ainsi, pour avoir le point m il faut prendre Om double de OC. 

446. Soient deux points A et B, A etant le plus haut. Si Von imagine 
une cychide ayant Vhorizontale AX pour base, le point A pour point de 
rebroussement et passant par le point B, le temps que mettra un point 
materiel pesant primitivement en A sans vitesse pour aller au point B, 
sera moindre quand on assujettira le mobile a parcourir la cyclo'idc AGB 
que lorsqiCon F assujettira a parcourir toute autre ligne ADB situee dans le 
plan XAB. 

Si nous comptons les s a partir du point A dans le sens AB^ et les / a 




n-t 



partir de Toriiiine du mou\'^ment, nous aurons pour le mouvement sur la 
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cycloide, comme pour le mouvement sur ADB , 



X elant la distance des points de la trajectoire k I'horizontale AX. De la 
r6sulte que pour avoir le temps que met le mobile pour aller de A en B, 
soitqu'il suive la cycloide, soit qu'il suive la courbe ADB, il faut consid^- 

rer jr comme fonction de .v, int^grer par rapport a s, remplacer suc- 

cessivement s par sa valeur AGB ou ADB relative au point B, et par sa 
valeur o relative au point A, puis retrancher les r6sultats. On peut dire 
encore qu'il suffit de construire une courbe dont les points rapport^s k 
deux axes rectangulaires aient les valeurs de s pour abscisses, et les 

valeurs correspondantes de -t== pour ordonnees , et de prendre I'aire 

comprise entre la courbe, I'axe des ^, I'axe des /, et I'ordonn^e relative a 
I'abscisse ACB ou ADB. Or, pour avoir cette aire on n'a qu'i diviser AGB ou 
ADB en une s^rie de parties telles que n^^^^ a.^^ m^ , ou 'w' » «' i 'w' 

et puis determiner la limite de la somme des rectangles, tels que 

I 9 I 

ff^p-x «y_i fi^ p ffip^i oLp—, nip ^ 

Ainsi , le temps que met le mobile pour aller de A en B en suivant la cy- 
cloide est 

lim I ^V' "^> , 

et celui qu'il met en suivant ADB est 

m' ol' m' 
limZ ^-' P- 



\/is[?n' . ft , 

y a p — I p — I 

Le th^oreme sera done d^montr^, si nous faisons voir que Ton a 



p-i p 
, ... fliftnt MA r.hf 

p_l7 p 



Supposons que les points /w' , , m' aient et6 choisis de telle sorte que les 

droites /w^, ni'p_^ , m^ rrl soient normales a la cycloide ; soient o^^ le point 

188 ou ces normales se coupent et pt^,_, , tx^ les points ou elles touchent* la d6- 

,88 velopp^e de la cycloide; de fa^on que w^_, r^_, ^ r^,, w^.,, ^-^c^ = c^n?*. 

Prenons c^_, iJ^_^ = o^, , r^_, , puis abaissons hp__^ r^,_, perpendiculaire sur 
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Up/?/^ et b^_^f^_^ perpendiculaire sur A.r. Nous aurons* 445> 



par cons^uent , 

lim 2 ^••' ^— '— < lim 2 ^ ^ ^ . 

D'un autre c6t^, 

/>>.. . ^„ I . . '^'n . <3C„ , //!„ 

lim 2 — -g:iL,^^L-_ ^ lim V ^-^ ^-' P- : 

en effet, a la limite, b^_^fp_^ = ///^, f/^_, ; de plus, lim — ^"' ^ ' — = i, car 

'"p-i *^i»-« ^^p 
si on abaisse /w^_, Z-^^, perpendiculaire sur //'' ///^ et qu'on m6ne tn^_^mp^ 

on a 

= — ^^— • Sin ///__, m k ' - 

d'ou 



— Sin ///n_, ni h ' ) 



lim-AziVL-.= iim^^J:iL^.limsin//i, ,mk , . lim -^^^i^i-^^ = i 



Cela prouve que 






p-'lJp—i r "n '"p-i "p 

s„ devenant nul a la limite ; done 

V^g'-Vt/p-. /ag'./Wp^.r/^., \/ig.m^_,d^_, 

mais 

//^. .a„ ,fn„,e. 



lim 2 



>-• p-i j> j> 



(la demonstration est la m^me que celle du n*" 348), done 
lim. V'V' . = lim. "'-"V.-.. 



/^/?- ^-i /p-. v/a/^'. ///p., r/^^, 

Par consequent, 



lim2-^Ei:^Ei^<lim2 P--i_P_::i_P. . c. o. f. d. 



v/2 £'.///„ ,r/ , \'XS[,tn' (V . 

» n p— I />— 1 T O o — I n — 1 
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447. Remarque, 

La propri6t6 pr^c^dente est vraie aussi , lorsqu'au lieu de supposer la 
courbe ADB plane et situ6e dans le plan de la cycloide ACB, on prend 
une courbe tout a fait quelconque allant du point A au point B. Pour 
le faire voir, on projette la courbe consid6r6e sur le plan de la cycloide 
et Ton d^montre que le temps que met le mobile en parcourant la pro- 
jection est moindre que celui qu'il met pour parcourir la courbe dans Tes- 
pace. Nous laissons au lecteur le soin de d^velopper cette demonstration. 

448. Un point materiel de masse m est astreint a parcourir une circon- 
f ere nee de rayon 1. La force f qui le sollicite , constamment dirigee vers 
un point du plan de la circonference, est proportionnelle a la distance. 
La position initiale du mobile est M„ et la vitesse initiale est nulle. On 
demande les lots du mouvement. 

D'apr^s le theoreme de i'effet du travail , nous avons 

Or pour avoir (Tr./)j^ .., il faut prendre 

I'intensite de la force changde de signe — ^r^ 

int^grer par rapport k r, ce qui donne — — j 

remplacer successivement r par ses valeurs r et r^ 
355 relatives aux points M et M^, et retrancher * ; done 

par suite 




= \/£('-5 



r")- 



D'ailleurs, en appelant ^ Tangle ACM on a 

s 

si toutefois les s sont compt6s de A vers M^; d'un autre c6t6 

1^ — P'\-a^ — 7.al cos 0, rlz= P-^a^ — lal cos 0„, 
Gp etant la valeur particuliere ACM^ de ; done 



V^^."v/cos0- 



/cos — cos ©a 



DYNAMIQVE. 2D7 

Celte equation n'est autre que celle que nous avons trouv^ plus haul 
pour le mouvement d'un point pesant sur une circonf^rence de rayon 



s/' 



ail 



Ij3l question est done ramen^e a une autre d^ja r^solue. 




d'ou 






Appelons u Tangle MoC^ et u^ la 
vateur de u relative au point M^ , 
nous aurons 



d'ou 



'•?='?■+- (A -^ KY - ^A (A 4- /,) cos «,, 
r^— rl~ il^ (/, 4- /J ( COS w, — COS «), 



et , par cons^uent , 



V = i/7^/, (A -1-^) (cos tt.- cos 11); 

mais les s 6tant compt^s k partir du sommet A de TepicycIoYde dans le 
sens AM , on a 



V — — c'— — v' n' — ^ 



done 



'* Y a a ^, (/j -f. /J ^cOS //„ — COS u 



I. 



438 



449. Un point materiel de masse m est astreint a se mouvoir sans 
frottements sur Vepicytloide exterieure qu'engendre un point de la 
circonference 0, de rayon 1, , lorsque celle-ci roide sans glisser sur fa 
circonference fixe 0^ de rayon 1,. Lm force qui sollicite le point materiel 
dans une position quelconqite M estdirigeede 0, very M et ^gafe a fx,0,M. 
La position initiale est M, et la Vitesse initiale est nulle. On demande le 
temps que met le mobile pour oiler du point M^ a un point quelconque M 
compris entre ^L^et le sommet A de Pepicycloide. 

Posons OjM = r, OjM^ = r., nous trouverons comme pr^c^enwnent*, 448 

en appliquant le th^or^me de Fef- 
fet du travail au d^placementM^M, 



'7 
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Heste a trouver /^ en fonction de //. Or soit M, un pk)int de Vepic>doid« 

voisin de M , et supposons que pour I'obtenir il faille faire rouler la circon- 

ference o sur 0, jusqu'i ce que le point d de o vienne coincider avec c, 

(le Oj. La valeur de u relative a M, sera Mo//; done, en posant cod=^ A, 

nous aurons d'abord 

MaM. 



ou bien 



car 



h 



. ,. MM 
// 



MaM, MaM, MM, 

7 



par siiilr 



MM. // 



,. MaM, ,. MaM, ,. MM. ,. MM, 

Imi — T— ^ --- iim .-,, ' • hm ^^ ~ lim — ^-i 
h MM // h 



Mai ntenantj 'observe que pour passer du point M au ))oint M, , au lieu de 
faire rouler la circonf^rence o sur la circonf6rence 0, , on peut faire mou- 
voir parall^lement a elle-m^me la circonf^rence o jusqu'i ce que d vienne 
en r-, , et puis faire toumer autour du point c^ , suppose iine , la circon- 
f^rence o d'un angle ^gal a celui que la tangente en r/ a la circonference o 
forme avec la tangente en c, a la circonference 0,. Par le premier d^pla- 
cement , M viendra en N en d^crivant MN egal et parall^le a dc^ , et par le 
second, N viendra en M, en d^rivant un arc de cercle N^M,, dont le rayon 
sera r, M, , et qui correspondra a Tangle cod -{- cO^c^, Or MM, est com- 

MM 

pris entre M,N + MN et M,N — MN, et, par cons^uent, lim -r-^ est 

, ,. M,N ,. MN , ,. M,N ,. MN 
compnso entre lim~ — hnm-^ et lim-j- — lim-^j ou, ce qui re- 

A * r M,^N , ,. MN ^,. M,pN ,. MN ^, 

vient au meme, entre lim —^ — h lim -7- et lim —^ lim -7— Dun 

n h h n 

autre c6te , on a 

M,SN = r,M, (rw/-hrO,r,) := r,M, (h-^^fh\ = ^j^^Ajj^L^At , 



d'uii 



lim —4 — — 'M ~— — — -^ — sin - // 

// /, /, 2 



— 2 —2 

cd -h rr, — icd.cCpVOh dcc^^ 



d'ou 



'•"^x^\/(^^"^Ty+o^'"Ty 



.. cd.. cc. 

1 hm -7- hm -r 

h h 



,. cd ,. cc. ,. c^d ,. cvr 

= hm -J — lira -r — hm -7^ — hm -rr 
/* h h h 



• -= o. 
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Done 

par consequent 






^ J2ml,(i,-hl,) siniu 




"V i*-iy /coswj— cosw 



Posons cos- = cos — cos ^, f 6tant un angle compris cntre oet — ? 
qui croit de o ^ - ? lorsque « crott de «, a tt , nous aurons 

^ sin-«f 

p 2 COS — Sin f^ 



y/cos tt, — COS w =: 4/2 ( cos'^ -^ — COS* - I = 4/2 cos^ -^ sin' <p ; 



done 






2 COS -^ Sin y » • ' » /cos' ^ sin'? 



et, en multipliant par acos— smy, qui est ici^gal 4 at /cos'— sin'y. 



tt. 



puisque cos-^ et sin f sont positifs, 



^ = ^ , l "MK^K) 



9 V \>-i\ 



En integrant, on obtient 



t=ay./ "".v-.^--^) +^, 



ou siraplement 



car <p = o , pour / = o. Telle est la relation tr6s-simple qui perfliet de 

TT 

determiner t lorsqu'on donne f ou u. Si Ton fajjt « = tt ou «p = -> 

/ devient le temps que met le mobile pooc aller du point M« jusqu'au 

T 

point A. Ainsi, en appelant — ce temps ^ on a 

2 4 



/ /»/,(/,+/, 

'V^^^ 



'7 
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II reste encore a trouver la relation g^n^rale qui lie u a e. Pour cela 
observons d'abord que la formule 

obtenue plus haut, montre que le mouvement est un mouvement oscil- 
latoire dans lequelte mobile va du point M^ au point Mq sym^trique de M^ 
par rapport ^ OA, et de M'. en M., de facon qu'aii inline point ou en 
deux points M et M^ k 6gale distance de A , la vitesse soit la mSme ou la 
m6me au signe pr^s et, par cons^uent, de facon que lemtoe arc MM,, 
ou deux arcs egaux MN, M'N', a la m^me distance de A, soient parcourus 
dans le m^me temps. Cela pos^ , soit M une position quelconque prise 
sur M. A. II est clair que le temps t que met le mobile pour venir occuper 
cette position est ^gal a un certain nombre de fois la dur6e iT d'une oscil- 
lation , plus ou moins le temps /, qu'il met pour venir directement de M, 
en M, ; ainsi 



D'ailleurs 



/ 



done, en ^liminant f, et «p, , 

u u 



■n — ^? cos - — cos -5 cos ^j ; 



cos - = cos — cos 

2 2 



,2 V //I/, (/.V J 



Soit , en second lieu , un point M' appartenant a'l'arc AM'^ , et dont I'm, 
egal a iir — u', soit sup^rieur k ir; \e temps que mettra le mobile pour 
arriver en M' sera 6gal a un nombre impair de'demi-oscillations plus ou 
moins le temps /, qu*il met pour aller directement du point M, au point M; 



done Vti est 6gal a //'. Ainsi on aura 






D'ailleurs 



cos- = cos I TT ^ I = — COS — = — COS -= COS 9,. 

1 \ % ) 1 2 ^' 

En eliminant /, et f,, on trouve 



Telle est la relation gendrale qui existe entre u et t. 



u 

COS - — cos 
2 
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§ in. — Trouver le mouvement, connaissant la force. 

450. U/i point materiel (le masse m est attire vers im centre fixe 
fKir line force proportionnelle a la distance, A Porigine du mouvement le 
mobile est en M^, « une distance x, du point Oy et sa vitesse, egale « v,, 
est dirigee suivant OM9. On demande les his du mouvement. 

On sail d'abord que le mouvement aura lieu sur la droite X'OX*. Cela 4o5 
pos^, soit M la position du mobile ^^ I'instant /. Appelons x 
la distance OM pr6c6d6e du signe 4-"ou du signe — , suivant 
que M est , par rapport au point , du c6t^ de M^ ou du 
M, cdt6 oppo96 ; enfin represeutons par jx Tintensit^ de la force 
attractive pour Tunit^ de distance. — |x.r sera la repr6sen- 
) tation en grandeur et en sens * de la force qui sollicite le Sci 
point /w. Nous aurons done * 3it$ 

mjif^ = — [nx. 
En multipliant par ix\ el integrant, il viendra 

m[a^^y =^ mv* = — p x' -i- 6- , 
et , en determinant la constante de fagon que v = i\ pour ^ = jp^^ 

(l) WC^ = WPj -f fX [x] — 3p^ ), 

De cette equation, q^ue nous aurions pu po&er imm^liatement en appli^ 
quant le th6ordme de I'effet du travail *, on deduit plusieurs consequences. 357 
D'abord elle montre que la valeur absolue de v ne depend qye de la va-. 
leur absolue de x ; ainsi y si le mobile passe plusieurs fois par un m^me 
point, il y aura toujours la m^me vitesse au signe pr6s. Si le mobile passe 
par deux points tels que M et M' dont les x sont egaux et de sigues con- 
traires, les vitesses en ces points seront ^ussi 6gales ou egales et de signes 
contraires De la re^ulUi qu'un m6me espace MM, et deux espaces egaux 
MM, , M'M', k egale distance du point spnt toujours parcourus dans un 
sens ou dans Tautre pendant le mdme temp@. On voit encore que la valeur ab- 
solue de.r ne peut depasseri / x\ -\ v\ = a, Ainsi, si un prend deux points 

Aet A', defa^X)n que OA = 0A'= a, le mouvement aura lieu tout entier 
entre A et A'. La vitesse sera d'ailleurs nulle aux points A et A', et en ces 
points seulement, ce qui prouve que le mouvement ne peut changer de 
sens qu'aux points A et A'. Tout cec5 etant admis, on se rend ais^ment 
compte de toutes les circonstances du mouvement. Le mobile parti de M„ 
dai>s le sens OM, s'approche continuellement du point A avec une vitesse 
decroissante , il parvienl au point A avec une vitesse nulle au bout d'un 
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temps que je dis etre fini ; pour le faire voir, je remarque que Ton a , 
pendant tout rintervalle de lenjps consid^r^, 



(' 1= j:' r= A I ^Jfr — .r"-, 



d'oii 






Ce r^qltat montre que la fonction 



d^roit lorsque ,r croit de x^ a «. Or, pour x — x^ cette lonction ^ an- 
nule ; done, pour leg autres vajeurs de x, et en particulier pour x = a, 
elle est negative ; done, le temps que met le mobile pour aller de M« au 

point A est nioindre que 2 i / , . « Parvenu au point A oii la vitesse 

egt nulle, le mobile revient sur ges pa@ ^ cause de 1 'action qui egt exercee 
i»ur lui , et il descend vers avec une vitesse ui^gative continuellement 
cfois^ante en valaur absolue ; il parvient au point avec la vitesse maximum 

a i/— • En vertu de cette vitesse, le mobile passe au dela du point et 
s'avance jusqu'au point ^ q\xx — — a et .-• = ; puis il revient sur ses 

pas , passe de nouveaq par le point avec la vitesse a i /-^ ) arrive en A 

avec une vitesse nulle, et ainsi de suite, ^n resume, le mbuvemont est un 
mouvement d'oscillation dans lequel le mobile passe alteruativement de 
A en A', et de A' en A. II s'agit maintenant de trouver la duree de chaque 
oscillation, Supposons que le mobile parte de A, et qu'au bout du temps 
/ il soit en M entre A et A'; posons ^r — « cos ^ , y ^tantun angle compris 
entre o et tt, croissant avec f , nous aurons 

(' = jr/ = — rz sin (p . '/ , 
par suite, ^ cause de I'^quation (i), 

car y croit avec /. En integrant, il vient 



m 



\ m 



I 4- const. , 
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ou simplement 

\ m 

Telle est la relation trds-simple qui permet de determiner pour cliaque 
valeur de cp ou de x la valeur de /, Si on fait -? = tt , t devient le temps 
que met le mobile pour aller de A en A', c'est-a-dire la dur^e T d'une 
demi-oscillation. Ainsi 

T = 



■■-s/t 



Cherchons encore la relation g^n^rale qui existe entre la position du 
mobile et le temps correspondant. Soit M une position quelconque d^fmie 
par x^ il est clair que le temps t que met le mobile pour venir occuper 
cette position, est 6gal a un certain nombre d'oscillations, plus ou moins 
le temps f , qu'il a mis pour aller de A en Ma I'origine du mouvenient ; 
ainsi 

mais, d'apres les formules posees cidessus, 

.r:rr rtCOS^ y= t/^^i 

done, en 61iminant y et /, , 



.r — 



« cos y^/ = yjxl + '^,'1 cos y/j, /. 



Dans cette relation, / est compt6 k partir de la position A oil la vitesse est 
nulle ; si Ton voulait prendre pour origine des temps, Tinstant ou le mobilo. 
est en M^ avec une vitesse t^^, dirigee suivant OM^, il faudrait 6videmment 
rem placer t par t diminu6 du temps t^ que met le mobile pour aller de A 
en M^ , temps qui est d^fini par les deux equations 



x^ = a cos y„ = t/xl -h '^ I'J cos ^, , y„ -= W £ /«. 
On aurait ainsi 



^^,^j4_^,jcosy/^(/- 

-y/^J + ^^Jcosy/i/cosy/^^/, 

/ .. m ^ . I'J. I [I 

■+- i/.-r-iH f^Jsm v/ — ^ ^»" i/- U 

y ' (7. • Y /;i y fft ' 

hi. I m . I'J. 
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temps que je dis etre fini ; pour le faire 
pendant tout I'mtervaUe de temps conslci^ 



tWT> 



Y 



-.V 



d'oii 






{ 



Ce r^sultat montre que la > 

9^ 



t -^7. 



i 



if- 



decrott lorsque j^ 



i 



i 



^ -tives 
-j?«''M on aufja 

i ' **3 1 • • • J 



'erche du iBouvenient 
'litres ^\e% par (j^g 
5s ^jiOQ ^(ant sur j^ 
. ^ant h^ centre)*^' 
?sattractive8pr 
les points q 
IS des po*' 



s oit- 



nule; done, po» 

eUe est n6gat' ' 

est nul' . - les forces altractives representees en gi^ndeur et 

sur l- , i'l /*. •^^ ' ■*» -^3 . • r • , et dingoes vers les points o o « ^" 

cro' ^(/treromplsc^esparuneseulerepr^senteepar (a4-« AIJJi_"' V 
^^'^^;g^ vers le point 0. *^ ^f.-^P.+^+, , .).^ 

■' ^2. Nous n'insisterons pas davanlage sur le mouvement rectiiigne o«. 
,^ probWroes quo 1 on peut se pFoposer ^ cet 6gard se ramfenent en dS 
„,pve i ceux qu. ont 6t6 r^solus ^aps I'appendice du premier livre 

yoici seulement quelques 6nonc6s sur lesquels le lecteur L.. 
•ji'exercer, H^wrra 

Jwiwer le mnuyement lorsque (a force est ^x^p-' _ „,^ (^ /w«V/o„ 
Az Vitesse initMes satisfaisant q la condition wcj = iff j:V_ 

r«,«..r & n.ou.ement .Pun point matMel pesant^dans un rnili^^ ■ 
resiste proportionnellement au carr^ dp la vitesse. ( On distin^'J',' '^"' 
du mou^ment ascendant et k cas du mouvement descendant) '''"' 

453. Un point materiel de „^asse m est m,,^ ^crs un centra ^ 
par i^nc force proportionnellc a la distance; la position initia^Z •^""^ ^ 
est M„ et la vitesse initialc egnlc a V. a une direction melcon T**'^ 

on demande les lois du mouvement, I'^'^^rtque M^V, , 

On sail dabord (juc le mouvement aura lieu dang l« ,>lan ha. 
406 par Ic pomt et la droite M. V/. Ola pos<5, rapportons lo m. ^'""''"^ 
doux axes rectangulaircs OX ft OY, ayant lour originc au noTn."^''"''"''^ ^ 

» '"i u. Soient 



/ 



■^ 



^^•> y% les coordonn^s 
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point Mj, 



269 




''"-■Wi 



en grandeuj 
•6 au n° 
'e mas« 
val< 



I 



I 



^^56 V« sin a^; parhjw. 



4 » 



\ » 



de 1^ on tire 



,« = X. cos y/£ / + ^/^j>>,^ 



•rajectoire, dans le 

^er mouvement, 

dans le rap- 

', observons 



r = JoCosv/^/4- 



v^ 



%. 



sm 



u. ^ X sin a. — r cos a. 

C0S4/^/= : ^ > 

Y /// X. sin a, — r, COS a. 

V m Y /// ' V. ( j:, sin a, - y^ cos a„) ' 



et en dcrivant que la somme des carr6s est egale a i, 

( ^ sin\ - X cos a,)* H- -^ [xy\ - yx, Y = [x, sin a. - j^ cos a,)\ 

Ainsi |a trajectoire est une ellipse ayant le point pour centre. On peut 
ajouter que cette ellipse passe par le point M^, et qu'elle a en ce point • 

1° pour tangente M^ V^; 2° un rayon de courbure p tel que — - = la pro- 

r 

jection siir la normale de fJi,OB, Ces propri^tes d^terminent entierement 
la courbe. 

Quant k la vitesse et au temps correspondant a une position quel- 
conque, on les trouvera ais^ment, puisque la force qui produit le mou- 
vement est dirigee vers un centre fixe*. 

454. Re marc/ lie. 

On peut ramener au probleme precedent la recherche du mouvement 
d*un point attire vers tanl dc centres fixes r?, , o., , ^/j, . . . , que Ton veut;, 



41a 
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3-2.4 



|Kir des forces proportionnelles a la distance. En effet, u, , ttj, u^,,. . • , 
^tant les forces pour^nit^ de distance, on cherchera un point O tel, 
qu'en le prenant poilr origine des coordonnees , on ait entre les coor- 
donnees a, , ^, , c^; a^ ,b^ , i\ ; a^ , ^3 , Cj, . . . , des points o, , o,, O3 , les 
Irois relations 

f*l^+p2^+f*3^3-|-... =^0, 

alors, X, r, 3; x,,r,, z, ; -^^j, :»,, 2,; 0:3,^3, 23;..., etant les coordonnees 
des points 0, 0, , o^ , O3 , . . . , par rapport a trois axes coordonn^ parall^les 
aux premiers et ayant leur origine en un point quelconque M, on aura 



^1 = -^1 > x-{-a^= x^, X 4- ^3 = X3 , . . , , 



3 4-^, = z,, 2-i-c, = r-j, 



^3 — ^3 7* 



d'ou 



(/*! + Pj + f*3 + - ••).>'= f^.ri -^ .S J5-+- .^3^3-*-- • • r 

ce qui montre que les forces attractives p, Mo, , f*. Mo, , U3M03 , . . . , ap- 
pliquees en M et dirig^es vers les points o, , o^, O3,. . ., peuvent 6tre 
remplac^es par la force attractive (p, -f- 4", + f*3-h. . MO dirigee vers le 
point 0. 

455. Un point materiel de masse m est attire vers un centre fixe jmr 
line force inversement proportionneUe au carre fie la distance y la posi- 
tion initiale du mobile est en M, a une distance r, de 0, et la vitcsse initiale 
egale V^ a une direction quelconque M^ V, qui fait ave^' OM, C angle S^ , 
on demande les his du mouvement. 

Prenons OX passant par M„ pour axe des x et OY mene perpendiculai- 

rement a OX , du c6te de M^ V„ , pour axe des y. 
Soient M la position du mobile a Tinstant r , x et r 
les coordonnees de M. Posons OM = r, MOX = w, 
enfin repr^sentons par jx I'intensil^ de la force 

attractive pour Tunitede distance; 3 seraTinten- 

r^ 

site de la force qui soUicite le point M et — cosw, 

— sin w, les cosinug des angles de sa direction avec OX et OY, done on 

aura* 

(I) ///.<^-'— ^-, 




..2 



'"X^ 



CA sin w 
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De plus, par les proprietes demontr^s au n" 407, on sait que 

Posons ,tf^=^ i^y^=z >j, les Equations (i) donneront 

• Or, 

oil i>ien 

^ — V ^ „' — ^' * 

d'aproB Tequalion (2) ; done 



Iff f* » ?^ • 

t = *— cos w , Yi = '— sin w , 



«t en integrant 



u 



I _. r_ sin to -f- ft >i — -1— cos w 4- 7, 

p eiy j^tant deux constantes , dont les valours s'obtiennent aisement en 
remarquant que ? — V^cos-J^, >3 = V, sin S^ pour « = o, ce qui donn© 

= V^co9^., 7= V.sin^.--^ = V.sin<J. / . . ; 

mais d*apres ) 'Equation ( 2 ) on a 

XT, — yi = r (tj cos w — 5 sin w) = a, 

done 

a 



/• .= 



-^ + 7 cos w — 6 sin w 
ma ' 

Ainsi la trajectoire est une conique ayant le point pour foyer. On peut 
ajouter que cette conique passe par M. et qu'elle a en ce point : i" pour 

tangente M,V^; 2" un rayon de courbure tel que — -— la projection; 

P 

sur la normale d'une ligne 6gale 4 -~ et dirig6e suivant M„0. Ces pror 

pri^t^s delerminent enti^rement la courbe. 

Quant a la viteeee et au temps correspondant k une position quelconque ,. 
on les trouvera aisement, puisque la force qui produit le mouvement 
est dirig^e vers un centre fixe* . 410 

Cherchons la condition pour que la trajectoire soit un cercle; il faut 
que p — 7 ^ o , ou bien 

V,cos^,r-o, V, sinr?„ .;' ■ ^ -'o, 
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c'est-a-dire 

Aimi la vitesse initiale doit etre perpendiculaire aii rayon OM, , et la 
force y a Pinstant initial , doit etre egale aii quotient du produit de la 
masse et du carre de la vitesse par le rayon vecteur, 

456. On connait le mouvement que produit une force R dirigee vers 

le point , sur un point materiel de masse m primitivement en M^ a une 

distance r^ de et ayant en ce point une vitesse V^ perpendiculaire a 

c 
OMg. On demande le mouvement que produit la force R -{- -5- dirigee 

aussi vers 0, la position initiale etant M^ et la vitesse initiale }J^ perpen- 
diculaire a OM- etant telle que VJ = UJ H =• 

mrj 

Soient M une position quelconque du mobile dans le premier mouve- 

mentet N la position, dans le second mouvement, 
pour laquelle ON = OM. Posons MOM^ = w, 
NOMo = <p^ Appelons V la vitesse au point M dans 
le premier mouvement , U la vitesse au point N 



N 
M 



«.. 



^ * dans le second mouvement. Soient d'ailleurs / et t 

les instants ou ie mobile arrive en M et en N dans le premier et dans le 
4 10, 41 1 second mouvement, nous aurons 



** 






355, 35;^ En prenant les derives par rapport a r, on a 



** 



«='^!4-[(;^)lJ 



C 

Pe la on tire, a cause de VJ = Uj + — r^ ? 



wr 



et en int6j2:rant 



'K^)'"'-'=('^)''^™""-' 
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V U 

ou bieii ^ puisque -^ == — au point M^ , 

r » r 

d'ou 

v,-u; 

En integrant encore , on trouve 

■ « 

~ = =^ -I- const, 
ou siroplement 

CO ^ 

'0 ^» 

Car ott et <p s'annylent Tun et I'autre au point M«. Ainsi la trajectoire, dans le 
second mouvementfSededuit de la trajectoire, dans le premier mouvement, 
en conservant les rayons vecteurs et en alterant les azimuts dans le rap- 
port de V, k U.. Pour avoir la relation qui existe enlre t et r, obseryons 
que 



done 

w' t' V 

et a cause de la relation obtenue plus haut , 

En integrant, on obtient 

. r = r 4- const. , 
ou simplement 

/ = r. 

Ainsi, les positions telles que M et N, qui r^pondent a des rayons vec- 
teurs ^gaux, sont des positions contemporaines. 

457. Determiner le mouvement (Vun projectile pesant lance dans un 
milieu dont la resistance est proportionnelle a la Vitesse, 

Rapportons le mouvement k deux axes rectangulaires ayant pour ori- 
gine le point de depart du mobile et dont Tun, Taxe des r, soit dirig^ en 
sens inverse de la pesanteur. Soit V. la vitesse initiate et a Tangle qu'elle 
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fait avec I'horizont^le. Representons la r^isUiice du milieu par S-^i 

a ^tant, par cons^uent, la vitesseqiii correspond a une resistance ^le an 
yri, i5<) poids, nous aurons pour les Equations du mouvement **, 

mais 

fJonc on peut encore i^crire 

y'' — — e^--Y'* 
l^osons y^ = I , ^^' = >j , il viendra 

>j'=-g'-?>3, d'oii -^— = -£. 
En integrant et determinant convenablement les constantei^ , on trotive 

>3=y^= — /z + t' « (/7 4- VoSinaji 
, Va\ integrant de nouveau et determinant les constantes, on- a 



rtV.cosaf ^ 

;t — 2 V 1 — ^ 

g 



€, 



/= -at^ 



^(/i-f-V^sina)^!-^ "^ y. 



t)h d^duit ais^mentde )a que la trajectoirea pour asymptote, ducdt^des 

J n^gatifsj une parall^le a I'axe des y menee k )a distance — * > que 

l.e point le plus haut a pour coordonn^es ^ 

^V2 sin a cos a /I^ n , flV.sina . 

,k' -^ —. \ ., . ^, 5 7 = —log — , ,, . * ) etc. 

ir(/7-hV,sma) f^ »^^4-V„sma ^ 



D^uire du r^u)tat pr^^dent, en faisant n = » , les lois ilu moiivn- 
ment dans le vide. 

i59. Determiner le momemenl il'un pmjeclile peiont dans an milieu 
t/onl la resistance est proportionnelle a'l carr^ de la vitesse; Pan^e tie 
pmjection a ^tant assez petit pour qu'on piiisse en negliger Ir enrre. 

lje& ^uations du moiivement sont ici 



En posant V, = ?, _?' = ii, ce qui donne V = (S'+i')', il vient 

La KerniHle ^uation mnntre que i'on a 

^'r ' ^ + - est la d^rivte relalive i / de )a fonction 

^ g V.sino. 
arc tang - + -( — arc tang -i , 

done cfllle foiKtion est decroissante. Mais elle s'annule pour ( -— o; done 
die est negative pour les valeurs positives de /, el'Ton a 



■c tang* — arc tang -J ■+-' <"< 



arc (ang - < arc fang -2— 



«<V,8ina. 

De la on peul raticlure e)ue le carre de n est n^li!;eabie coinine pHiil 




1'JI MtCANIQUE iftLtMENTAlRE. 

de 3t. Cela pose , les ^uations ci-dessus deviennent 

^ n^ s; or 

La premiere donne , en integrant et determinant la constante , 

— — XL / -I_ — — — • 

la seconde , que Ton pent ^crire ainsi 






devient alors 



\«^ "^ V. cos oi) ^' *^ «^ ^ ~ a' V. cosa 

Or le premier membre est la d^riv^e relative ^ ^ de (^-hxT MJ 

^ \a^ V.cosay 

done en integrant ei determinant la constante, on a 



(^ -hv-^ — P= — — , — ir^^ h tang a. 

\«' VjCOSa/ ^«* VjjCOSa '^ 



Ainsi 



^ = < = 



ri^ V, COS a 



tang a 4- 



«* 



. fi'/ «' ® uViJ COS^a 

yj n^ ■\'' =^ ^2 ■ _i- . • 

a' V^COSa 
En integrant encore et d6te^minant les constanles , il vient enfin 
^' 1 f . /fV.cosa \ 

•^ 4 aV^cosa^ g\ aVJcos'ay \ ^ / 



FIN DE LA PREMIKRE PARTIE. 



